
第 1 章 小变形弹塑性本构关系 

本章研究率无关材料小变形情况。 

1.1 经典弹塑性本构关系 

小变形情况下，变形（或应变）张量 可分解为弹性变形张量 e 与塑性

变形张量 p 之和： 

 e p     (1.1) 

1. 预备知识 

以 I 表示四阶“等同张量”(identity tensor)，它的分量为 

 
1

( )
2ijkl ik jl jk ilI       (1.2) 

式中 ik 等为 Kronecker delta，它是二阶单位张量 （或记作 1）的分量。易

证 ijklI 具有下列三重对称性，又称 Voigt 对称性： 

 ,     ,     ijkl jikl ijkl ijlk ijkl klijI I I I I I    

可证 I 具有以下性质。 

性质 1 设 a 为任意二阶张量，则 

 : sym I a a  (1.3) 

即 

 
1

( )
2ijkl kl ij jiI a a a   
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因此，如 a 为任意二阶对称张量，则 

 : I a a ,  ijkl kl ijI a a  (1.3) 

性质 2 

 : I I I , ijrs rskl ijklI I I  

以 I 表示“特殊等同张量”（special identity tensor），其定义为 

 
1

3
 I I  ,

1

3ijkl ijkl ij klI I     (1.4) 

它具有以下性质。 

性质 1 设 a 为任意二阶对称张量，则 

 : I a a , ijkl kl ijI a a  (1.5) 

式中 a 表示 a 的偏斜张量 1)： 

  1

1

3
J  a a a  ,

1

3ij ij kk ija a a     (1.6) 

性质 2 

 : I I I , ijrs rskl ijklI I I  

2. 弹性变形 

弹性变形张量 e 与应力张量 之间满足弹性关系： 

 e : M , e
ij ijkl kl  M  (1.7) 

式中M 为弹性柔度张量。如果弹性与塑性之间不存在耦合，则M 为常张量。 
下面来推导各向同性材料的弹性柔度张量 M 。各向同性材料的弹性常

数 G，K，E， 之间满足以下关系： 

 
1 1 1 1 2

,      
2 9 3G E K E

  
   

其中 E 为杨氏模量， 为泊松比，G 为剪切模量，K 为体积模量。 

在弹性变形与应力之间，它们的偏斜张量的比例常数为 2G，球形张量

之间的比例常数为 3K。 

                                                        
1) 二阶张量加撇表示该二阶张量的偏斜张量（简称偏量）。以后仍沿用此记号。 
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  e
1

1 1 1

2 3 3
J

G K
     , 

 e 1 1 1 1

2 9 2 9ij ij kk ij ijkl ij kl klI
G K G K

           
 

 

式中 1( )J  表示应力张量 的第一不变量。因此，与(1.7)对比可看出 

 
1 1

2 9G K
 I M ,

1 1

2 9ijkl ijkl ij klI
G K

  M  (1.8) 

将(1.4)的 I 代入(1.8)，可得 

 
 

    

1
1 ,

1 1 1
1 1

2ijkl ijkl ij kl ik jl il jk ij kl

E

I
E E

 

         

    

            

I 

M

M

 (1.8) 

若用 Lamé 参数与表示，则(1.8)可写作 

 

1 1 1
,

2 3(2 3 ) 2 2 (2 3 )
1 1 1

2 3(2 3 ) 2 2 (2 3 )ijkl ijkl ij kl ijkl ij klI I


      

   
      

   
 

   
 

I I

M

 M

 (1.8)″ 

式中 

 
2(1 )

EG


 


,
2 2

3 1 2 (1 ) (1 2 )

G EK G  
  

   
  

 

3. 塑性变形 

屈服条件 

 1( , , , ) 0nf Y Y   (1.9) 

式中 1, , nY Y 为硬化参量，它们在加载过程中随着时间 t 而变化，它们依赖

于材料的当前状态，可以是标量，也可以是张量。作为硬化参量的例子，有

累积塑性变形、累积塑性功、背应力等。 

屈服条件(1.9)决定应力空间中的一曲面，称为后继屈服面（或当前屈服

面）。在材料初始状态， 1 0nY Y   ，(1.9)相当于应力空间中的初始屈服

面，见图 1-1。屈服面之内为弹性区。设应力 在当前屈服面上，当应力率 
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指向屈服面外时，属于加载情况，伴随有塑性变形率 p 。当应力率  指向屈

服面之内，属于卸载情况，塑性变形率 p 为零。 

 

图 1-1 初始与后继屈服面 

在经典塑性理论中，假定“正交法则”，即塑性变形率 p 沿着屈服面的

外向法线方向。由 Drucker 假设，或 Ilyushin 假设，或最大塑性功率原理（见

节 1.6）均可论证这一正交法则。按正交法则 p // f  。不失广泛性，可

设 f  沿屈服面的外向法线 1)。故可记 2) 

 p f 






, p

ij
ij

f 






 , 0≥  (1.10) 

式中称为塑性流动因子。由于塑性变形保持体积不变， 

 p ptr 0ii    (1.11) 

因此 f  为一偏斜张量。定义沿屈服面外法线的单位张量 

 
f f 


 

n
 

 (1.12) 

式中 

 :
ij ij

f f f f f
 

    
 

      
 (1.13) 

故 n 为一单位偏斜张量 

 : 1n n  (1.14) 

                                                        
1) 在节 1.1 至 1.3 中假设 f  存在，即在应力空间中屈服面为光滑曲面。 

2) 有的文献把此处的  记为 ，因此（1.10）乘以 dt 后，可以写成








f
dd

p
， d 0 ≥ 。 
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而(1.10)可写作 

 p f 



 n


 (1.10) 

因为塑性变形保持体积不变，故 n 为偏量。 

作为塑性变形的度量，引进“累积塑性变形” p ，首先定义等效塑性

变形率。设材料为各向同性，定义等效塑性变形率为 

 p p p2
:

3
     ,  p p p2

d d : d
3

     (1.15) 

p 恒为正。在沿 1x 方向的单向拉伸或单向压缩情况下， p p p
22 33 11

1

2
       ，

p p p
12 23 31 0       ，由(1.15) 

 p p
11    

利用(1.15)，可将 p 写为 

 p p3

2
  n  (1.16) 

比较(1.10)与(1.16)，可知 

 
p3

2 f
 

 




 (1.17) 

(1.17)表示塑性流动因子与等效塑性变形率 p 的关系。(1.15) 对时间 t 积分

定义为累积塑性变形， 

 
0 0

p p p p p p

history

2 2
d : d d : d

3 3

t t

t t

t t            (1.18) 

式中 0t 表示开始出现塑性变形的时刻。在单向拉伸或压缩时 

 
0

p p
11 d

t

t

t     

附带指出，在率无关的塑性本构关系中， t 不一定取牛顿时间，它可以

是任意的随时间递增的参数（有时称为“类时间参数”，time-like parameter），

例如也可以取 p 为“时间”。率无关材料的塑性变形过程就好像一部电影胶

片，无论快速或慢速放映，这个过程是不变的。 

设给定应力率  （或应力增量 d  dt   ），需求塑性变形率 p 。为此

必须确定(1.10)或(1.10)式中的  ，或者(1.16)中的 p (  与 p 之间存在关  
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系(1.17))。可以区分两种情形： 

(1) 理想弹塑性材料。屈服面在应力空间中为固定不变曲面，此时屈服

条件(1.9)成为 

   0f   (1.9) 

(1.9)中不含有随着时间而变化的参数。设 在屈服面上，应力增量 d 必须

服从条件 

 d : d 0
ff 




≤


 

当给定的 d 使上式的 d 0f  时，属于弹性卸载， p pd d 0t   ，因此 0  。

但当给定的d 使d 0f  时，应力 d  仍保持在屈服面上，可以有塑性变形

增量 p pd dt   产生。但当给定应力率 σ（或应力增量 d dt   ）时，由(1.10)

式决定 p 所需要的塑性流动因子 不可能由塑性本构关系确定 1)。但是在具

体的物理问题（例如在内压作用下的厚壁筒）中，将本构关系与平衡方程及

几何方程联立在一起，可以确定应力与应变场。这时除平衡方程之外，对应

力增加了一个约束方程(1.9)，但同时也增加了一个未知场函数。 

(2) 硬化材料。可由“一致性条件”(consistency condition)定出。 

4. 一致性条件 

为了确定塑性流动因子，必须利用“一致性条件”。设在时刻 t 应力空

间中表示材料应力 的点 P 处于后继屈服面(1.9)上(图 1-2)。在时刻 dt t ，应

力为 d ，在应力空间中的应力点为 P，后继屈服面成为 

 1 1( d , d , , d ) 0n nf Y Y Y Y      (1.19) 

式中 1d , , d nY Y 为硬化参量 1, , nY Y 在时间 dt 内的增量。取(1.19)与(1.9)式

之差，得 

 d : d d 0i
i i

f ff Y
Y

 
  
 


 (1.20) 

如 iY 为张量，则 if Y  与 d iY 应为张量的缩并乘。(1.20)式称为“一致性条件”。

它的物理意义表示：在加载（非卸载）过程中，材料的应力点始终处于屈服

面上。(1.20)中第一项 ( : df    表示 f 由于 的变化d 所引起的增量，可

记为 

                                                        
1) 理想弹塑性材料，当给定变形率  (或变形增量 d dt   )时，可以由逆本构关系(见本节(1.31)式)

求应力率  (或应力增量 d dt   )。 



第 1 章 小变形弹塑性本构关系 

 7 

 d : d
Y

ff 






,  
d

:
d

Y
f f
t








 

以区别于(1.20)的 df ，下标Y 表示假设保持 1, , nY Y 不变。 

 

图 1-2 后继屈服面的变化 

设 iY ( 1, , )i n  以下列微分方程（称为演化方程）的形式依赖于累积塑

性变形 p ： 

 p pd ( , )di iY Z       1, 2, ,i n   (1.21) 

式中 iZ 除了依赖于 p 之外，还可能依赖于其他状态变量，如应力张量（或

变形张量）、硬化参量 1, , nY Y 等 1)。(1.21)式规定屈服曲面 1( , , , )nf Y Y 如

何随着塑性变形过程而变化。将(1.21)代入(1.20)后，除以 dt，可得 

 p 1
:

i
i i

f
f Z
Y

 
 

 


 


 (1.20) 

将(1.20)代入(1.17)，可得 

 
1

:
f

h
 






 (1.22) 

式中 

 
1 3 1

2
i

i i

f fh Z
Y

 
 
 

 (1.23) 

                                                        
1) (1.21)规定 iY 的率 iY 与累积塑性变形 p 的率 p 之间的关系，  p p,...i iY Z    ，但 iY 一般不能表

示成 p 的函数。 
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将(1.22)之代入(1.10)，或直接将(1.20)的 p 代入(1.16)，可得 

 p 1
:

f f
h
 


 

  
 

 (1.24) 

0h  的情况相当于硬化材料，因为由(1.24)当应力率 σ指向屈服面之外

: 0
f   




时，塑性变形率 p 指向屈服面的外向法线（ p 与 f σ同向）。 

反之，对于软化材料 0h  ，按(1.24)应力率 σ则不可能指向屈服面之外，因

为否则 p 指向屈服面的内向法线，违背正交法则（ p 恒指向屈服面的外向

法线）。在 0h  的情况下，当应力率 σ 指向屈服面之内时，按(1.24)可以算

出 p 指向屈服面的外向法线。但是根据屈服面的定义，当应力率 σ 指向屈

服面之内时，属于卸载情况，应有 p 0 。这一相互矛盾的结果说明采用应

力 为自变量，变形 为应变量，由给定的应力率  来求解应变率  的提法

((1.24)式) 不适用于软化材料。现以单向拉伸为例加以说明。图 1-3(a)、(b)

分别表示硬化材料与软化材料的单向拉伸曲线。A 点表示初始屈服。对于硬

化材料 (图 1-3(a))，在 P 点可根据 11 的正或负来判断属于加载或卸载。但

对于软化材料 (图 1-3(b))，在 P 点应力只能减小而不能增大， 11 0  。在应

力空间中讨论问题，给定 11 0  ，无法判定 11 0  （继续产生新的塑性变形，
p
11 0  ，也称为加载）还是 11 0  （卸载， p

11 0  ）。因此对于软化材料，必

须在应变空间中讨论问题，即给定  ，求解  。 

 

图 1-3 硬化与软化材料单向拉伸曲线 

 

 ,     ij
ij

f f


 
 
 

μ


 (1.25) 

则(1.22)成为 



第 1 章 小变形弹塑性本构关系 

 9 

 
1

: 0
h

  ≥   (1.26) 

(1.10)式(或(1.24)式)成为 

 p 1
:

h
    ,   : 0≥   

引进一加载参数 ，在加载情况下 1  ，而在卸载情况下 0  ，则可

写出塑性应变率的统一表示： 

 p :
h


     (1.27) 

式中 

 
1, , : 0

0, , : 0



 



≤

当 在应力空间中 在屈服面上 且

当 在屈服面内或 在屈服面上 且

   
   

 (1.28) 

把弹性变形率 e 与塑性变形率 p 迭加，得到变形率  与应力率  之间

的关系，称为本构关系： 

 : : :
h


   M       M  (1.29) 

式中 M 表示弹塑性柔度张量： 

 
h


 M M  (1.30) 

显然， M 具有 Voigt 对称性。 

本构关系也可用 Heaviside 阶梯函数表示，其定义为 

   1, 0

0, 0

L
H L

L


 
 ≤

当

当
 

再引进记号〈 〉： 

   , 0

0, 0

L L
L LH L

L


  
 ≤

当

当
 

则(1.27)塑性变形率 p 可表示为 

 p 1
:

h
      (1.27) 

而本构关系(1.29)则可表示为 
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1

: :
h

       M  (1.29) 

以下还引进“塑性模量” pE 。利用(1.12)，(1.25)， μ可表示为 

 
f




μ n


 

因此(1.27)可写作 

 p

p

3
:

2E
 nn   (1.27)″ 

式中的 pE 定义为 

 
2

p

1 2 1

3

f
E h





 (1.23) 

将(1.23)中1 h 代入，得 

 
p

1 2

3
i

i i

f

fE Z
Y


 




 (1.23)″ 

将(1.27)"代入(1.15)，可将累积塑性变形率 p 表示为 

 p

p

3 1
:

2 E
  n   (1.27)″′ 

在单向拉伸情况下，设 1x 为拉伸方向。设材料在初始状态为各向同性，经过

沿 1x 方向的单向拉伸以后具有对 1x 轴的轴对称性。因此可以由(1.14)定出 

 11

2

3
n  ,  22 33

1 2

2 3
n n   ,  0ijn  ,  i j  

(1.27)″给出 

 p
11 11 11 11

p p

3 1 1

2
n

E E
      ,  11

p p
11

d

d
E 


  

所以在单向拉伸情况下， pE 为拉伸方向应力增量与塑性变形分量增量之比

值，这正是 pE 称为塑性模量的原因。 

弹塑性本构关系(1.29)是变形率  通过应力率  的表示式。也可以求它

的逆，即应力率  通过变形率  的表示式，称为逆本构关系： 




