
第 1 章

多元函数微分学

1.1 大纲要求及重点内容

1.
 

大纲要求

(1)
 

理解二元函数的概念,了解多元函数的概念,会求二元函数的定义域。
(2)

 

了解二元函数的极限与连续性的概念,了解有界闭区域上连续函数的性质。
(3)

 

理解二元函数偏导数与全微分的概念,了解全微分存在的必要条件和充分条件。
(4)

 

掌握复合函数一阶偏导数的求法,会求复合函数的二阶偏导数。
(5)

 

会求隐函数(包括由两个方程构成的方程组确定的隐函数)的一阶和二阶偏导数。
(6)

 

理解二元函数极值与条件极值的概念,会求二元函数的极值,了解求条件极值的拉

格朗日乘数法,会求一些比较简单的最大值与最小值的应用问题。

2.
 

重点内容

(1)
 

偏导数和全微分的概念。
(2)

 

求多元复合函数的一阶、二阶偏导数。
(3)

 

求隐函数的一阶、二阶偏导数。
(4)

 

多元函数的极值,包括无条件极值和条件极值。
(5)

 

利用多元函数解决实际应用中的最大值、最小值问题以及在一定条件下的最大值、
最小值问题。

1.2 内容精要

1.
 

基本概念
 

(1)
 

二元函数的定义 设D 是平面上的一个非空点集,如果对于D 内的任一点(x,y),
按照某种法则f,都有唯一确定的实数z与之对应,则称f 是D 上的二元函数,它在(x,y)
处的函数值记为f(x,y),即z=f(x,y),其中x,y 称为自变量,z称为因变量。点集D 称

为该函数的定义域,数集{z|z=f(x,y),(x,y)∈D}称为该函数的值域。
类似地,可定义三元及三元以上函数。当n≥2时,n 元函数统称为多元函数。
(2)

 

二元函数的几何意义 设函数z=f(x,y)的定义域为 D,对于任意取定的
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P(x,y)∈D,对应的函数值为z=f(x,y),这样,以x 为横坐标、y 为纵坐标、z为竖坐标在

空间就确定一点M(x,y,z),当P(x,y)取遍D 上一切点时,得一个空间点集{(x,y,z)|z=
f(x,y),(x,y)∈D},这个点集称为二元函数的图形。二元函数z=f(x,y)的图形就是空

间中区域D 上的一张曲面,定义域D 是该曲面在xOy 面上的投影。
(3)

 

二元函数的极限 设函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)的某一去心邻域内有定义,
如果当点P(x,y)无限趋于点P0(x0,y0)时,函数f(x,y)无限趋于一个常数A,则称A 为

函数z=f(x,y)当(x,y)
 

→(x0,y0)时的极限,记为

lim
x→x0
y→y0

f(x,y)=A,

或

f(x,y)→A((x,y)→ (x0,y0)),
也记作

 

lim
P→P0

f(P)=A 或  f(P)→A(P →P0)。

  二元函数的极限与一元函数的极限具有相同的性质和运算法则,在此不再详述。为了

区别于一元函数的极限,我们称二元函数的极限为二重极限。
说明:

 

①
 

定义中P→P0 的方式是任意的;
 

②
 

二元函数的极限运算法则与一元函数类似。
(4)

 

二元函数的连续性 设二元函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某一邻域内有定义,
如果

lim
x→x0
y→y0

f(x,y)=f(x0,y0),

则称z=f(x,y)在点(x0,y0)处连续。如果函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处不连续,则称

函数z=f(x,y)在(x0,y0)处间断。
如果z=f(x,y)在区域D 内每一点都连续,则称该函数在区域D 内连续。在区域D

上连续的二元函数的图形是区域D 上的一张连续曲面,曲面上没有洞,也没有撕裂的地方。
(5)

 

偏导数的定义 设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某一邻域内有定义,当y 固定

在y0 而x 在x0 处有增量Δx 时,相应地函数有增量f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)。如果

lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx

存在,则称此极限为函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处对x的偏导数,记为

∂z
∂x

x =x0
y =y0

, 
 ∂f
∂x

x =x0
y =y0

, zx x =x0
y =y0

 或  fx(x0,y0)。

例如,有

fx(x0,y0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx =lim

x→x0

f(x,y0)-f(x0,y0)
x-x0

。

  类似地,函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处对y的偏导数为

fy(x0,y0)=lim
Δy→0

f(x0,y0+Δy)-f(x0,y0)
Δy =lim

y→y0

f(x0,y)-f(x0,y0)
y-y0

,
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记为

∂z
∂y

x =x0
y =y0

, 
 ∂f
∂y

x =x0
y =y0

, zy
x =x0
y =y0

 或  fy(x0,y0)。

  实际上,偏导数本质上是一元函数的导数,f'x(x0,y0)就是一元函数φ(x)=f(x,y0)
在x=x0 处的导数,即

fx(x0,y0)=φ'(x0)=
df(x,y0)
dx x=x0

=(f(x,y0))'x|x=x0
;

 

而偏导数fy(x0,y0)是一元函数ψ(y)=f(x0,y)在y=y0 处的导数,即

fy(x0,y0)=ψ'(y0)=
df(x0,y)
dy y=y0

=(f(x0,y))'y|y=y0
。

  如果函数z=f(x,y)在区域D 内任一点(x,y)处对x 的偏导数都存在,那么这个偏导

数就是x,y 的函数,它就称为函数z=f(x,y)对自变量x 的偏导数,记作∂z
∂x
,∂f
∂x
,zx 或

fx(x,y)。同理可以定义函数z=f(x,y)对自变量y的偏导数,记作∂z
∂y
,∂f
∂y
,zy 或fy(x,y)。

偏导数的概念可以推广到二元以上函数。
(6)

 

二元函数可微性与全微分的定义 如果函数z=f(x,y)在点(x,y)的全增量

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)
可以表示为

Δz=AΔx+BΔy+o(ρ),

其中A,B 不依赖于Δx,Δy,而仅与x,y 有关,ρ= (Δx)2+(Δy)2,则称函数z=f(x,y)
在点(x,y)可微分,AΔx+BΔy 称为函数z=f(x,y)在点(x,y)的全微分,记为dz,即

dz=AΔx+BΔy。
  若函数在区域D 内各点处可微分,则称这函数在D 内可微分。

(7)
 

可微分的必要条件

如果函数z=f(x,y)在点(x,y)处可微分,则有:
①

 

z=f(x,y)在点(x,y)处连续;
 

②
 

z=f(x,y)在点(x,y)处的偏导数∂z
∂x
,∂z
∂y

存在,且z=f(x,y)在点(x,y)处的全微

分dz=
∂z
∂xΔx+

∂z
∂y
Δy。

(8)
 

可微分的充分条件

如果函数z=f(x,y)的偏导数∂z
∂x
,∂z
∂y

在点(x,y)连续,则函数在该点处可微分。

(9)
 

多元函数连续、可导、可微的关系

偏导数连续的函数一定可微;
 

可微的函数一定可导;
 

可微的函数一定连续;
 

其他则未必。
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2.
 

闭区域上连续函数的性质
 

定理1(最大值和最小值定理) 有界闭区域D 上连续的二元函数,在D 上能够取得最

大值和最小值。
定理2(有界性定理) 有界闭区域D 上连续的二元函数在D 上一定有界。
定理3(介值定理) 有界闭区域D 上连续的二元函数在D 上能够取得最大值与最小值

之间所有的值。

3.
 

求导法则

(1)
 

复合函数的求导法则

①
 

若z=f(u,v),u=u(t)及v=v(t),则z=f[u(t),v(t)],且
dz
dt=

∂z
∂u
du
dt+

∂z
∂v
dv
dt
。

  ②
 

若z=f(u,v),u=u(x,y)及v=v(x,y),则z=f[u(x,y),v(x,y)],且
∂z
∂x=

∂z
∂u
∂u
∂x+

∂z
∂v
∂v
∂x
, ∂z∂y=

∂z
∂u
∂u
∂y+

∂z
∂v
∂v
∂y
。

  ③
 

若z=f(u,v,w),u=u(x,y),v=v(x,y),w=w(x,y),则
z=f[u(x,y),v(x,y),w(x,y)],且
∂z
∂x=

∂z
∂u
∂u
∂x+

∂z
∂v
∂v
∂x+

∂z
∂w
∂w
∂x
, ∂z∂y=

∂z
∂u
∂u
∂y+

∂z
∂v
∂v
∂y+

∂z
∂w
∂w
∂y
。

  ④
 

若z=f(u,x,y),u=u(x,y),则z=f[u(x,y),x,y],且
∂z
∂x=

∂f
∂u
·∂u
∂x+

∂f
∂x
, ∂z∂y=

∂f
∂u
·∂u
∂y+

∂f
∂y
。

  注意 
∂z
∂x

把复合函数z=f[u(x,y),x,y]中的y 看作不变而对x 的导数;
 

而∂f
∂x

把

z=f(u,x,y)中的u 及y 看作不变而对x 的偏导数;
 ∂z
∂y

和∂f
∂y

的区别与上面相同。

(2)
 

隐函数的求导法则

①
 

一个方程的情形

若方程F(x,y)=0确定y=f(x),则
dy
dx=-

Fx

Fy
。

若方程F(x,y,z)=0确定z=f(x,y),则
∂z
∂x=-

Fx

Fz
,∂z
∂y
=-

Fy

Fz
。

注 Fz 是将F(x,y,z)中的x,y 看作常数对z求导的结果,其他类似。

②
 

方程组的情形

若方程组
F(x,y,z)=0,
 
G(x,y,z)=0 确定y=y(x),z=z(x),只要将每个方程两边分别对x 求

导,得

Fx +Fy
dy
dx+Fz

dz
dx=0,

Gx +Gy
dy
dx+Gz

dz
dx=0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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  解上述关于dy
dx
,dz
dx

的二元线性方程组,求出dy
dx
,dz
dx

即可。

4.
 

偏导数的应用

(1)
 

二元函数极值 设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某一邻域内有定义,对于该邻域

内异于(x0,y0)的任意一点(x,y),如果

f(x,y)≤f(x0,y0),
则称函数在(x0,y0)有极大值;

 

如果

f(x,y)≥f(x0,y0),
则称函数在(x0,y0)有极小值;

  

极大值、极小值统称为极值。使函数取得极值的点称为极值点。
(2)

 

二元函数取得极值的必要条件 设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)具有偏导数,且在

点(x0,y0)处有极值,则它在该点的偏导数必然为零,即

fx(x0,y0)=0, fy(x0,y0)=0。

  (3)
 

充分条件

设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某邻域内有直到二阶的连续偏导数,且fx(x0,y0)=0,

fy(x0,y0)=0。令

fxx(x0,y0)=A, fxy(x0,y0)=B, fyy(x0,y0)=C。

  ①
 

当AC-B2>0时,函数f(x,y)在(x0,y0)处取得极值,且当A>0时取得极小值

f(x0,y0);
 

A<0时取得极大值f(x0,y0)。

②
 

当AC-B2<0时,函数f(x,y)在(x0,y0)处取不到极值;
 

(4)
 

条件极值

方法一 转化为无条件极值计算

方法二 拉格朗日乘子法

一般地,条件极值问题可以转化为无条件极值问题来处理,这种转化对有些问题有效,
但由于要解方程往往有一定困难,有时甚至根本做不到转化为无条件极值,这时可以用拉格

朗日乘数法。
求函数u=f(x,y)在约束条件φ(x,y)=0下的极值点,基本步骤为:

 

①
 

构造拉格朗日函数

L(x,y,λ)=f(x,y)+λφ(x,y),
其中λ为参数

②
 

求L(x,y,λ)=f(x,y)+λφ(x,y)对x,y 及λ的一阶偏导数,并使之为零,得到

fx(x,y)+λφx(x,y)=0,

fy(x,y)+λφy(x,y)=0,

φ(x,y)=0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解出x,y,λ成为条件驻点,x,y 就是u=f(x,y,z)在约束条件φ(x,y,z)=0下可能的极

值点。
求函数u=f(x,y,z)在约束条件φ(x,y,z)=0下的极值点,基本步骤为:

 

①
 

构造拉格朗日函数

L(x,y,z,λ)=f(x,y,z)+λφ(x,y,z),
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其中λ为参数。

②
 

求L(x,y,z,λ)=f(x,y,z)+λφ(x,y,z)对x,y,z 及λ 的一阶偏导数,并使之为

零,得到

fx(x,y,z)+λφx(x,y,z)=0,

fy(x,y,z)+λφy(x,y,z)=0,

fz(x,y,z)+λφz(x,y,z)=0,

φ(x,y,z)=0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  解出x,y,z,λ,其中x,y,z就是u=f(x,y,z)在约束条件φ(x,y,z)=0下可能的极

值点。
注 这些可能的极值点是否为极值点,还需进一步的考查和判别。但在实际问题中,如

果由问题的实际意义知所讨论的问题存在极值(或最值),而通过拉格朗日乘数法又只求出

唯一一个可能极值点,则无需再论证,该点就是所求的最大值点或最小值点。
(5)

 

最大值与最小值求法

有界闭域D 上的连续函数可以在D 上取得最大值和最小值。

①
 

若最大值或最小值在区域D 的内部取得,则一定是极值;
 

②
 

若最大值或最小值在区域D 的边界曲线上取得,则属于条件极值问题。
因此,求最大值、最小值的一般方法:

 

①
 

求函数z=f(x,y)在D 内的所有驻点;
 

求函数z=f(x,y)在D 的边界曲线上的所有条件驻点;
 

计算所有驻点和条件驻点处的函数值,比较大小即可。

②
 

在应用问题中,若已知z=f(x,y)在D 内有最大值或最小值,且在D 内有唯一的驻

点,则该驻点一定就是最大值点或最小值点。
(6)

 

全微分在近似计算中的应用

当|Δx|,|Δy|都较小时,则由二元函数的全微分可得到近似计算公式

f(x+Δx,y+Δy)≈f(x,y)+fx(x,y)Δx+fy(x,y)Δy。

1.3 题型总结与典型例题

题型1-1 求多元函数的定义域

【解题思路】 求比较复杂的多元函数的定义域也和一元函数一样,先写出构成部分的

各简单函数的定义域,再解联立不等式组即得所求定义域。
例1.1 求定义域

(1)
 

z= x2-4x+y2+ln(y-x2);
 

   (2)
 

u= arcsin
x2+y2

z
。

解
 

 (1)
 

由题设可知

x2-4x+y2 ≥0,
 
y-x2 >0,  即  

(x-2)2+y2 ≥4,
 
y>x2, 
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定义域为 (x,y)|(x-2)2+y2≥4,y>x2  。

(2)
  

arcsin
x2+y2

z ≥0,

x2+y2

z ≤1,

z≠0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

得
z≥x2+y2,
 
z≠0, 

定义域为 (x,y,z)|z≥x2+y2,z≠0  。

题型1-2 多元函数的极限

【解题思路】 求二元函数极限常用的方法:
 

(1)
 

利用极限的性质(如极限运算法则、夹逼准则、等价无穷小代换);
 

(2)
 

用变量代换法转化为求简单的极限或一元函数的极限;
 

(3)
 

利用无穷小量与有界函数之积为无穷小量;
 

(4)
 

若连续,则lim
x→x0
y→y0

f(x,y)=f(x0,y0);
 

(5)
 

对于多元函数极限洛必达法则不再适用。
例1.2 求下列极限:

 

(1)
 

lim
x→∞
y→a

1+
1
xy  

x2

x+y
,a>0;

  

(2)
 

lim
x→0
y→0

xysin
1

x2+y2。

解 (1)
 

解法一 lim
x→∞
y→a

1+
1
xy  

x2

x+y

=lim
x→∞
y→a

1+
1
xy  

xy􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

x2

xy(x+y)
。

而lim
x→∞
y→a

1+
1
xy  

xy

􀪅􀪅
t=xy
lim
t→∞

1+
1
t  

t

=e,lim
x→∞
y→a

x2

xy(x+y)
=lim

x→∞
y→a

1

y1+y
x  
=
1
a
。

故lim
x→∞
y→a

1+
1
xy  

x2

x+y

=e
1
a。

解法二 lim
x→∞
y→a

1+
1
xy  

x2

x+y

=e
lim

x→∞
y→a

1
xy
· x2

x+y

=e
lim

x→∞
y→a

1
xy
·x2

x

=e
1
a。

(2)
 

因为0≤ xysin
1

x2+y2
≤ xy ,且lim

x→0
y→0

xy =0,由夹逼准则知,lim
x→0
y→0

xysin
1

x2+y2
=0。

例1.3 证明函数f(x,y)=
xy

x2+y2
, x2+y2≠0,

0, x2+y2=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 在(0,0)连续。

证明 因为xy≤
x2+y2

2
,所以0≤

xy
x2+y2 ≤

x2+y2

2
,而lim

x→0
y→0

x2+y2

2 =0,所以

lim
x→0
y→0

xy
x2+y2

=0=f(0,0),函数f(x,y)在(0,0)处连续。
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题型1-3 证明二元函数的极限不存在

【解题思路】 证明极限不存在的常用方法是,取两个不同的路径,极限lim
x→x0
y→y0

f(x,y)不相

等或取某一路径极限lim
x→x0
y→y0

f(x,y)不存在,均可证明lim
x→x0
y→y0

f(x,y)不存在。

特别地,证明lim
x→0
y→0

f(x,y)不存在:
  

(1)
 

若f(mx,my)=f(x,y),且f(x,y)≠c,一般选用直线路径y=kx,当动点沿y=
kx 趋于(0,0)时极限值随k的变化而变化,则lim

x→0
y→0

f(x,y)不存在。

(2)
 

若f(mαx,mβy)=f(x,y)(α>0,β>0),选用曲线路径y=kx
β
α,当动点沿y=kx

β
α

趋于(0,0)时极限值随k的变化而变化,则lim
x→0
y→0

f(x,y)不存在。

(3)
 

f(mx,my)=mαf(x,y)时,可令x=rcosθ,y=rsinθ,当动点趋于(0,0)时极限值

随θ的变化而变化,则lim
x→0
y→0

f(x,y)不存在。

(4)
 

若f(x,y)为分式函数,可先将f(x,y)的分子、分母变形,倒推出y 与x 的关系,
从而找出要取的路径。

例1.4 下列极限是否存在? 若存在,求极限值:
 

(1)
 

lim
x→0
y→0

x2+xy
x2+y2;

 

        (2)
 

lim
x→0
y→0

x2y
x4+y2;

 

(3)
 

lim
x→0
y→0

x3y+xy4+x2y
x+y

;
 

(4)
 

lim
x→0
y→0

x2y
x+y

。

证明 (1)
 

当y 与x 同阶时,分子、分母同阶,f(mx,my)=f(x,y),可以选用路径

y=kx,则

lim
x→0
y→0

x2+xy
x2+y2 =lim

x→0
y=kx

x2+xkx
x2+(kx)2

=
1+k
1+k2

,

极限值随k的变化而变化,故lim
x→0
y→0

x2+xy
x2+y2不存在。

具有这样特点的极限还可令x=rcosθ,y=rsinθ,则

lim
x→0
y→0

x2+xy
x2+y2 =lim

r→0

r2cos2θ+r2cosθsinθ
r2

=cos2θ+cosθsinθ,

极限值随θ的变化而变化,故lim
x→0
y→0

x2+xy
x2+y2不存在。

 

(2)
 

f(mx,m2y)=f(x,y),α=1,β=2,令y=kx2 时,分子与分母同阶。因为

lim
x→0

y=kx3

x2y
x4+y2=

k
1+k2

,所以lim
x→0
y→0

x2y
x4+y2不存在。

(3)
 

lim
x→0

y=x3-x

x3y+xy4+x2y
x+y

=lim
x→0

-x3-x4+o(x4)
x3 =-1,
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1.3 题型总结与典型例题  

       

lim
x→0
y=x

x3y+xy4+x2y
x+y

=lim
x→0

x3+x4+x5

2x =0,

故lim
x→0
y→0

x3y+xy4+x2y
x+y

不存在。
 

(4)
 

当动点沿直线y=-x 趋于点(0,0)时,函数x2y
x+y

在点(0,0)的任一邻域内无意义,

故lim
x→0
y→0

x2y
x+y

不存在。

题型1-4 用定义判断二元函数在某点是否连续、可偏导及可微

【解题思路】 分界函数在分界点处的偏导数和可微性要用定义来讨论。
(1)

 

判断f(x,y)在(x0,y0)处是否连续,只需求lim
x→x0
y→y0

f(x,y)。
 

若lim
x→x0
y→y0

f(x,y)=f(x0,y0),则f(x,y)在(x0,y0)处连续;
 

若lim
x→x0
y→y0

f(x,y)≠f(x0,y0),则f(x,y)在(x0,y0)处不连续。

(2)
 

判断f(x,y)在(x0,y0)处是否可偏导,就是求两个极限

lim
x→x0

f(x,y0)-f(x0,y0)
x-x0

, lim
y→y0

f(x0,y)-f(x0,y0)
y-y0

。

  若两个极限都存在,则f(x,y)在(x0,y0)处可偏导,且

fx(x0,y0)=lim
x→x0

f(x,y0)-f(x0,y0)
x-x0

, fy(x,y)=lim
y→y0

f(x0,y)-f(x0,y0)
y-y0

。

  (3)
 

按定义判断二元函数z=f(x,y)在(x0,y0)处是否可微,只需求极限

lim
ρ→0

Δz-dz
ρ

=lim
Δx→0
Δy→0

f(x0+Δx,y0+Δy)-f(x0,y0)-fx(x0,y0)Δx-fy(x0,y0)Δy
(Δx)2+(Δy)2

。

  若lim
Δx→0
Δy→0

f(x0+Δx,y0+Δy)-f(x0,y0)-fx(x0,y0)Δx-fy(x0,y0)Δy
(Δx)2+(Δy)2

=0,

则函数z=f(x,y)在(x0,y0)可微;
 

若lim
Δx→0
Δy→0

f(x0+Δx,y0+Δy)-f(x0,y0)-fx(x0,y0)Δx-fy(x0,y0)Δy
(Δx)2+(Δy)2

≠0,

则函数z=f(x,y)在(x0,y0)不可微。
特别地,判断二元函数z=f(x,y)在(0,0)处是否可微,只需求极限

lim
ρ→0

Δz-dz
ρ

=lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)-fx(0,0)x-fy(0,0)y
x2+y2

。

若lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)-fx(0,0)x-fy(0,0)y
x2+y2

=0,则函数z=f(x,y)在(0,0)可微;
 

若

lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)-fx(0,0)x-fy(0,0)y
x2+y2

≠0,则函数z=f(x,y)在(0,0)不可微。
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例1.5 设函数f(x,y)可微,且对任意x,y 都有∂f
(x,y)
∂x >0,

∂f(x,y)
∂y

<0,则使得

f(x1,y1)<f(x2,y2)成立的一个充分条件是

A.
 

x1>x2,y1<y2 B.
 

x1>x2,y1>y2 C.
 

x1<x2,y1<y2 D.
 

x1<x2,y1>y2

解 
∂f(x,y)
∂x >0,

∂f(x,y)
∂y

<0表示函数f(x,y)关于变量x 是单调递增的,关于变

量y 是单调递减的。因此,当x1<x2,y1>y2 时,必有f(x1,y1)<f(x2,y2),故选D。

例1.6 当x2+y2>0时,f(x,y)=e
- 1

x2+y2,f(0,0)=0,研究函数在点(0,0)的可微性。

解 fx(0,0)=lim
x→0

f(x,0)-f(0,0)
x =lim

x→0

e
- 1

x2

x =lim
t→∞

t
et
2=0。

同理fy(0,0)=0。于是

lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)-fx(0,0)x-fy(0,0)y
x2+y2

=lim
x→0
y→0

e
-

1

x2+y2

x2+y2
=lim

t→+∞

t
et
2 =0,

故f(x,y)在(0,0)处可微。

例1.7 如果f(x,y)在(0,0)处连续,且lim
x→0
y→0

f(x,y)
x2+y2 存在,证明f(x,y)在(0,0)处可

微。(2012考研数学一,二,三)

证明 因为lim
x→0
y→0

f(x,y)
x2+y2 存在,且lim

x→0
y→0

(x2+y2)=0,所以

lim
x→0
y→0

f(x,y)=0。

  又因f(x,y)在(0,0)处连续,则

f(0,0)=lim
x→0
y→0

f(x,y)=0。

  因为lim
x→0
y→0

f(x,y)
x2+y2

=lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)
x2+y2

存在,所以f(x,y)-f(0,0)是x2+y2 的同阶或

高阶无穷小,从而
 

f(x,y)-f(0,0)是 x2+y2的高阶无穷小,所以lim
x→0
y→0

f(x,y)-f(0,0)

x2+y2
=0。

特别地,

fx(0,0)=lim
x→0

f(x,0)-f(0,0)
x =0, fy(0,0)=lim

y→0

f(0,y)-f(0,0)
y =0,

f(x,y)-f(0,0)=0·x+0·y+o(x2+y2),

即 f(x,y)-f(0,0)=fx(0,0)·x+fy(0,0)·y+o(x2+y2),
所以f(x,y)在(0,0)处可微。

例1.8 设函数ψ(x,y)= x-yφ(x,y),其中φ(x,y)连续,研究ψ(x,y)在原点(0,0)
处的可微性。

解 令z=ψ(x,y)= x-yφ(x,y),则ψ(0,0)=0·φ(0,0)=0,
lim
x→0
y→0

ψ(x,y)=lim
x→0
y→0

x-yφ(x,y)=0=ψ(0,0),
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