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  第3、4章分别介绍了时域分析法和复域分析法(根轨迹法),本章介绍频域分析法。
频域分析法是基于频率特性或频率响应对系统进行分析和设计的一种图解方法,故又称

为频率响应法,也称频率法。
频率法的优点是能比较方便地由频率特性来确定系统性能;

 

当系统传递函数难以确

定时,可以通过实验法确定频率特性;
 

在一定条件下,还能推广应用于某些非线性系统。
因此,频率法在工程中得到了广泛的应用,它也是经典控制理论中的重要内容。

本章将介绍频率响应、频率特性的概念、频率特性的绘制,以及由频率特性分析系统

性能、设计控制系统的方法。

5.1 频率特性的基本概念

5.1.1 频率响应

线性控制系统在输入正弦信号时,其稳态输出随频率(ω=0→∞)变化的规律,称为

该系统的频率响应。
系统传递函数可以表示为

G(s)=
C(s)
R(s)=

M(s)
(s+p1)(s+p2)…(s+pn)

(5-1)

式中,M(s)表示G(s)的分子多项式,-p1,-p2,…,-pn 为系统极点。为讨论方便并

且不失一般性,设所有极点都是互异的单极点。
当输入信号r(t)=Xsinωt时,有

R(s)=
Xω

s2+ω2
(5-2)

输出信号的拉普拉斯变换为

C(s)=
M(ω)

(s+p1)(s+p2)…(s+pn)
Xω

(s+jω)(s-jω)

=
C1

s+p1
+

C2
s+p2

+…+
Cn

s+pn
+

Ca

s+jω+
C-a

s-jω
(5-3)

式中,C1,C2,…,Cn,Ca,C-a 均为待定系数。对式(5-3)求拉普拉斯反变换,可得输出为

c(t)=C1e
-p1t+C2e

-p2t+…+Cne
-pnt+Caej

ωt+C-ae
-jωt (5-4)

假设系统稳定,当t→∞时,式(5-4)右端除了最后两项外,其余各项都将衰减至0。所以

c(t)的稳态分量为

cs(t)=lim
t→∞

c(t)=Caej
ωt+C-ae

-jωt
 

(5-5)

其中,系数Ca 和C-a 可如下计算:
 

Ca =G(s) Xω
(s+jω)(s-jω)

(s-jω)
s=jω

=
X·G(jω)
2j

(5-6a)

C-a =G(s) Xω
(s+jω)(s-jω)

(s+jω)
s= -jω

=-
X·G(-jω)

2j
(5-6b)

MOOC视频
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G(jω)是复函数,可写为

G(jω)=|G(jω)|ej∠G(jω) (5-7)
则有

cs(t)=X|G(jω)|
2j

[ejωtej∠G(jω)-e-jωte-j∠G(jω)]

=X|G(jω)|sin[ωt+∠G(jω)] (5-8)
式中,|G(jω)|是G(jω)的幅值;

 

∠G(jω)是G(jω)的相角。
式(5-8)表明,线性系统(或元件)在输入正弦信号r(t)=Xsinωt时,其稳态输出

cs(t)是与输入r(t)同频率的正弦信号。输出正弦信号与输入正弦信号的幅值之比为

G(jω)的幅值,输出正弦信号与输入正弦信号的相角之差是G(jω)的相角,它们都是频率

ω 的函数。

5.1.2 频率特性

线性定常系统的频率特性定义为系统的稳态正弦响应与输入正弦信号的复数比。
用G(jω)表示,即

G(jω)=
X|G(jω)|ej∠G(jω)

Xej0

=|G(jω)|ej∠G(jω)

=A(ω)∠φ(ω) (5-9)
式中,A(ω)称为系统的幅频特性,A(ω)=|G(jω)|;

 

φ(ω)称为系统的相频特性,φ(ω)=
∠G(jω)。

频率特性描述了在不同频率下系统(或元件)传递正弦信号的能力。
由式(5-9)可以看出,若已知系统的传递函数G(s),只要将复变量s用jω 代替,就可

求得相应的频率特性G(jω)。尽管频率特性是一种稳态响应,但系统动态过程的规律也

全部寓于其中。因此,与微分方程、传递函数一样,频率特性也能表征系统的运动规律,
它也是描述线性控制系统的数学模型形式之一。

例5-1 RC 电路如图5-1所示,求其频率特性。

图5-1 RC 电路

解 列写电路电压平衡方程

ur(t)=Ri(t)+uc(t)=RCu·c(t)+uc(t)
对上式进行拉普拉斯变换,可以导出电路的传递函数为

G(s)=
Uc(s)
Ur(s)

=
1

RCs+1=
1

Ts+1
式中,T=RC 为电路的时间常数。做变量代换s=jω,得到电路的频率特性

G(jω)=
1

1+jTω
  在此,有关频率特性的推导是在系统稳定的条件下给出的。若系统不稳定,输出响

应最终不可能达到稳态过程cs(t)。但从理论上讲,c(t)中的稳态分量cs(t)总是可以分
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解出来的,所以频率特性的概念同样适合于不稳定系统。
除了用式(5-9)的指数型或幅角型形式描述以外,频率特性G(jω)还可用实部和虚部

形式来描述,即

G(jω)=P(ω)+jQ(ω) (5-10)

图5-2 G(jω)在复平面上的表示

式中,P(ω)和Q(ω)分别称为系统(或元件)的实频特性

和虚频特性。由图5-2的几何关系知,幅频、相频特性与

实频、虚频特性之间的关系为

P(ω)=A(ω)cosφ(ω) (5-11)

Q(ω)=A(ω)sinφ(ω) (5-12)

A(ω)= P2(ω)+Q2(ω) (5-13)

φ(ω)=arctan
Q(ω)
P(ω)

(5-14)

5.1.3 频率特性的图形表示方法
 

用频率法分析、设计控制系统时,常常不是从频率特性的函数表达式出发,而是将频

率特性绘制成一些曲线,借助于这些曲线对系统进行图解分析。因此必须熟悉频率特性

的各种图形表示方法和图解运算过程。表5-1中给出控制工程中常见的4种频率特性图

示法,其中第2、3种图示方法在实际中应用最为广泛。

表5-1 常见的频率特性曲线及其坐标

序号 名  称 图形常用名 坐 标 系

1
幅频特性曲线

相频特性曲线
频率特性图 直角坐标

2 幅相频率特性曲线 极坐标图、奈奎斯特图 极坐标

3
对数幅频特性曲线

对数相频特性曲线
对数频率特性、伯德图 半对数坐标

4 对数幅相特性曲线 对数幅相图、尼柯尔斯图 对数幅相坐标

1.
 

频率特性曲线

频率特性曲线包括幅频特性曲线和相频特性曲线。幅频特性是频率特性幅值

|G(jω)|随ω的变化规律;
 

相频特性描述频率特性相角∠G(jω)随ω 的变化规律。图5-1
中所示电路的频率特性如图5-3所示。

2.
 

幅相频率特性曲线

幅相频率特性曲线又称奈奎斯特(Nyquist)曲线(简称幅相特性或奈氏曲线),在复

平面上以极坐标的形式表示。由式(5-9)
 

可知,对于某个特定频率ωi 下的频率特性

G(jωi),可以用复平面G 上的向量表示,向量的长度为A(ωi),相角为φ(ωi)。当ω=
0→∞变化时,向量G(jω)的端点在复平面G 上描绘出来的轨迹就是幅相频率特性曲

线。通常把ω 作为参变量标在曲线相应点的旁边,并用箭头表示ω 增大时特性曲线的

走向。



159  

图5-4中的实线就是图5-1所示电路的幅相频率特性曲线。

图5-3 RC 电路的频率特性曲线 图5-4 RC 电路的幅相频率特性

3.
 

对数频率特性曲线

对数频率特性曲线图又叫伯德(Bode)图。它由对数幅频特性和对数相频特性两条

曲线组成,是频率法中应用最广泛的一种表示方法。伯德图是在半对数坐标纸上绘制出

来的,其横坐标采用对数刻度,纵坐标采用线性的均匀刻度。
在伯德图中,对数幅频特性是G(jω)的对数值20lg|G(jω)|与频率ω 的关系曲线;

 

对数相频特性则是G(jω)的相角φ(ω)与频率ω 的关系曲线。在绘制伯德图时,为了作

图和读数方便,常将两条曲线画在一起,采用同一横坐标作为频率轴,横坐标虽采用对数

刻度,但以ω 的实际值标定,单位为rad/s(弧度/秒)。
画对数频率特性曲线时,必须注意对数刻度的特点。尽管在频率ω 轴上标明的数值

是实际的ω 值,但坐标上的距离却是按ω 值的常用对数lgω 来刻度的。坐标轴上任何两

点ω1 和ω2(设ω2>ω1)之间的距离为lgω2-lgω1,而不是ω2-ω1。横坐标上若两对频

率间距离相同,则其比值相等。
频率ω 每变化10倍称为一个十倍频程,又称“旬距”,记作dec。每个dec沿横坐标

走过的间隔为一个单位长度,如图5-5所示。

图5-5 对数分度

对数幅频特性的纵坐标为L(ω)=20lgA(ω),称为对数幅值,单位是dB(分贝)。由

于纵坐标L(ω)已作过对数转换,故纵坐标按分贝值是线性刻度的。A(ω)的幅值每增大

10倍,对数幅值L(ω)就增加20dB。
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对数相频特性的纵坐标为相角φ(ω),单位是(°)度,采用线性刻度。
图5-1所示电路的对数频率特性如图5-6所示。Bode图的绘制方法将在5.3节

介绍。

图5-6 
1

jωT+1
的对数频率特性  

采用对数坐标图的优点较多,主要表现在下述几方面。
(1)

 

由于横坐标采用对数刻度,相对展宽了低频段(低频段频率特性的形状对于控制

系统性能的研究具有较重要的意义),相对压缩了高频段。因此,可以在较宽的频段范围

中研究系统的频率特性。
(2)

 

由于对数可将乘除运算变成加减运算。当绘制由多个环节串联而成的系统的

对数幅频特性时,只要将各环节的对数幅频特性叠加起来即可,从而简化了作图的

过程。
(3)

 

在对数坐标图上,所有典型环节的对数幅频特性乃至系统的对数幅频特性均可

用分段直线近似表示。这种近似具有相当的精确度。若对分段直线进行修正,即可得到

精确的特性曲线。
(4)

 

若将实验所得的频率特性数据整理并用分段直线画出对数频率特性,很容易写

出实验对象的频率特性表达式或传递函数。

4.
 

对数幅相特性曲线

对数幅相特性曲线又称尼柯尔斯(Nichols)曲线。绘有这一特性曲线的图形称为对

数幅相图或尼柯尔斯图。
对数幅相特性曲线是由对数幅频特性和对数相频特性合并而成的曲线。对数幅相

坐标的横轴为相角φ(ω),单位是(°),纵轴为对数幅频值L(ω)=20lgA(ω),单位是dB。
横坐标和纵坐标均是线性刻度。图5-1所示电路的对数幅相特性曲线如图5-7所示(取

T=1)。
采用对数幅相特性可以利用尼柯尔斯图方便地求得系统的闭环频率特性及其有关

的特性参数,用于评估系统的性能。
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图5-7 1/(jω+1)的对数幅相特性曲线
 

5.2 幅相频率特性(Nyquist图)

开环系统的幅相特性曲线是系统频域分析的依据,掌握典型环节的幅相特性是绘制

开环系统幅相特性曲线的基础。
在典型环节或开环系统的传递函数中,令s=jω,即得到相应的频率特性。令ω 由小

到大取值,计算相应的幅值A(ω)和相角φ(ω),在G 平面描点画图,就可以得到典型环节

或开环系统的幅相特性曲线。

5.2.1 典型环节的幅相特性曲线

1.
 

比例环节

  比例环节的传递函数为

G(s)=K (5-15)

图5-8 比例环节的幅相

频率特性曲线

其频率特性为

G(jω)=K +j0=Kej0

A(ω)=|G(jω)|=K
 
φ(ω)=∠G(jω)=0° (5-16)

  比例环节的幅相特性是G 平面实轴上的一个点,如图5-8
所示。它表明比例环节稳态正弦响应的振幅是输入信号的 K
倍,且响应与输入同相角。

2.
 

微分环节

微分环节的传递函数为

G(s)=s (5-17)
其频率特性为

G(jω)=0+jω=ωej90°

A(ω)=ω

φ(ω)=90° (5-18)

MOOC视频
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  微分环节的幅值与ω 成正比,相角恒为90°。当ω=0→∞时,幅相特性从G 平面的

原点起始,一直沿虚轴趋于+j∞处,如图5-9曲线①所示。

图5-9 微、积分环节幅

相特性曲线

3.
 

积分环节

积分环节的传递函数为

G(s)=
1
s

(5-19)

其频率特性为

G(jω)=0+
1
jω=

1
ωe

-j90°
 

A(ω)=
1
ω

φ(ω)=-90°

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-20)

积分环节的幅值与ω 成反比,相角恒为-90°。当ω=0→∞时,幅相特性从虚轴-j∞处

出发,沿负虚轴逐渐趋于坐标原点,如图5-9曲线②所示。

4.
 

惯性环节

惯性环节的传递函数为

G(s)=
1

Ts+1
(5-21)

其频率特性为

G(jω)=
1

1+jTω=
1

1+T2ω2
e-jarctanTω

A(ω)=
1

1+T2ω2

φ(ω)=-arctanTω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-22)

当ω=0时,幅值A(ω)=1,相角φ(ω)=0°;
 

当ω→∞时,A(ω)=0,φ(ω)=-90°。可以

证明,惯性环节幅相特性曲线是一个以点(1/2,j0)为圆心、1/2为半径的半圆,如图5-10
所示。证明如下:

 

图5-10 惯性环节的极点分布和幅相特性曲线

设

G(jω)=
1

1+jTω=
1-jTω
1+T2ω2

=X +jY (5-23)
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其中

X =
1

1+T2ω2
(5-24)

Y= -Tω
1+T2ω2

=-TωX (5-25)

由式(5-25),可得

-Tω=
Y
X

(5-26)

将式(5-26)代入式(5-24),整理后可得

X -
1
2  2+Y2=

1
2  2 (5-27)

式(5-27)表明,惯性环节的幅相频率特性符合圆的方程,圆心在实轴上1/2处,半径为

1/2。从式(5-25)还可以看出,X 为正值时,Y 只能取负值,这意味着曲线限于实轴的下

方,只是半个圆。
例5-2 已知某环节的幅相特性曲线如图5-11所示,当输入频率ω=1的正弦信号

时,该环节稳态响应的相角滞后30°,试确定环节的传递函数。
解 根据幅相特性曲线的形状,可以断定该环节传递函数形式为

G(jω)=
K

Ts+1

图5-11 某环节幅相特性曲线

依题意有 A(0)=|G(j0)|=K=10

φ(1)=-arctanT=-30°
因此得

K =10, T= 3/3
所以

G(s)=
10
3
3s+1

  惯性环节是一种低通滤波器,低频信号容易通过,而高频信号通过后幅值衰减较大。
对于不稳定的惯性环节,其传递函数为

G(s)=
1

Ts-1
(5-28)

其频率特性为

G(jω)=
1

-1+jTω

A(ω)=
1

1+T2ω2

φ(ω)=-180°+arctanTω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-29)

  当ω=0时,幅值A(ω)=1,相角φ(ω)=-180°;
 

当ω→∞时,A(ω)=0,φ(ω)=-90°。
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分析s平面复向量s-p1
→(由p1=1/T

 

指向
 

s=jω)随ω 增加时其幅值和相角的变化

规律,可以确定幅相特性曲线的变化趋势,如图5-12所示。

图5-12 不稳定惯性环节的极点分布和幅相特性曲线
    

  

可见,与稳定惯性环节的幅相特性相比,不稳定惯性环节的幅值不变,但相角不同,
相角变化的绝对值比相应的稳定惯性环节要大,故称其为“非最小相角环节”。

5.
 

一阶复合微分环节

一阶复合微分环节的传递函数为

G(s)=Ts+1 (5-30)
其频率特性为

G(jω)=1+jTω= 1+T2ω2ejarctanTω

A(ω)= 1+T2ω2
 
φ(ω)=arctanTω (5-31)

图5-13 一阶复合微分环节的幅相

频率特性曲线

一阶复合微分环节幅相特性的实部为常数1,虚部

与ω 成正比,如图5-13曲线①所示。
不稳定一阶复合微分环节的传递函数为

G(s)=Ts-1 (5-32)
其频率特性为

G(jω)=-1+jTω

A(ω)= 1+T2ω2
 
φ(ω)=180°-arctanTω (5-33)

其幅相特性的实部为-1,虚部与ω 成正比,如图5-13曲线②所示。不稳定环节的频率

特性都是非最小相角的。

6.
 

二阶振荡环节

二阶振荡环节的传递函数为

G(s)=
1

T2s2+2Tζs+1
=

ω2n
s2+2ζωn+ω2n

 0<ζ<1 (5-34)

式中,ωn=1/T 为环节的无阻尼自然频率;
 

ζ为阻尼比,0<ζ<1。相应的频率特性为

课程视频
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G(jω)=
1

1-
ω2

ω2n  +j2ζω
ωn

 

A(ω)=
1

1-
ω2

ω2n  2+4ζ2
ω2

ω2n

φ(ω)=-arctan
2ζ

ω
ωn

1-
ω2

ω2n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-35)

  当ω=0时,G(j0)=1∠0°。
当ω=ωn时,G(jωn)=1/(2ζ)∠-90°。
当ω=∞时,G(j∞)=0∠-180°。
分析二阶振荡环节极点分布以及当s=jω=j0→j∞变化时,向量s-p1

→,s-p2
→ 的模

和相角的变化规律,可以绘出G(jω)的幅相特性曲线。二阶振荡环节幅相特性曲线的形

状与ζ值有关,当ζ值分别取0.4、0.6和0.8时,幅相特性曲线如图5-14所示。

图5-14 振荡环节极点分布和幅相特性曲线

1)
 

谐振频率ωr和谐振峰值Mr

由图5-14可看出,当ζ值较小时,随ω=0→∞变化,G(jω)的幅值A(ω)先增加然后

再逐渐衰减直至0。A(ω)达到极大值时对应的幅值称为谐振峰值,记为 Mr;
 

对应的频

率称为谐振频率,记为ωr。以下推导Mr、ωr的计算公式。

求式(5-35)中A(ω)的极大值相当于求 1-
ω2

ω2n
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2+4ζ2

ω2

ω2n
的极小值,令

d
dω 1-

ω2

ω2n
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2+4ζ2

ω2

ω2n =0

推导可得

ωr=ωn 1-2ζ2 0<ζ<0.707 (5-36)
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将式(5-36)代入式(5-35)的A(ω)式中,可得

Mr=A(ωr)=
1

2ζ 1-ζ2
(5-37)

Mr与ζ的关系如图5-15所示。当ζ≤0.707时,对应的振荡环节存在ωr和Mr;
 

当ζ减

小时,ωr增加,趋于ωn 值,Mr则越来越大,趋于∞;
 

当ζ=0时,Mr=∞,这对应无阻尼

系统的共振现象。

图5-15 二阶系统Mr 与ζ的关系

2)
 

不稳定二阶振荡环节的幅相特性

不稳定二阶振荡环节的传递函数为

G(s)=
ω2n

s2-2ζωns+ω2n
(5-38)

其频率特性为

G(jω)=
1

1-
ω2

ω2n
-j2ζ

ω
ωn

A(ω) (同稳定环节)

φ(ω)=-360°+arctan
2ζ

ω
ωn

1-
ω2

ω2n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

(5-39)

  不稳定二阶振荡环节是“非最小相角”环节,其相角从-360°连续变化到-180°。不

稳定振荡环节的极点分布与幅相特性曲线如图5-16所示。

3)
 

由幅相特性曲线确定G(s)
例5-3 由实验得到某环节的幅相特性曲线如图5-17所示,试确定环节的传递函数

G(s),并确定其ωr、Mr。
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图5-16 不稳定振荡环节的极点分布与幅相特性曲线 图5-17 幅相特性曲线

解 根据幅相特性曲线的形状,可以确定G(s)的形式为

G(s)=
Kω2n

s2+2ζωns+ω2n
(5-40)

其频率特性为

A(ω)=
K

1-
ω2

ω2n  2+4ζ2
ω2

ω2n

φ(ω)=-arctan
2ζ

ω
ωn

1-
ω2

ω2n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-41)
 

将图中条件A(0)=2代入式(5-41),得 K=2
将φ(5)=-90°代入式(5-41),得 ωn=5

将A(ωn)=3代入式(5-41),有
K
2ζ
=3

故得 ζ=
K
2×3=

2
2×3=

1
3

G(s)=
2×52

s2+2×
1
3×5s+52

=
50

s2+3.33s+25

由式(5-36),得 ωr=ωn 1-2ζ
2=5 1-2× 1

3  2=537
由式(5-37),得 Mr=

1

2ζ 1-ζ2
=

1

2×
1
3 1- 1

3  2
=
9
82

7.
 

二阶复合微分环节

二阶复合微分环节的传递函数为

G(s)=T2s2+2ζTs+1=
s2

ω2n
+2ζ

s
ωn

+1 (5-42)
课程视频
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频率特性为 G(jω)= 1-
ω2

ω2n  +j2ζω
ωn

A(ω)= 1-
ω2

ω2n  2+4ζ2
ω2

ω2n

φ(ω)=arctan
2ζ

ω
ωn

1-
ω2

ω2n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5-43)

二阶复合微分环节的零点分布以及幅相特性曲线如图5-18所示。

图5-18 二阶复合微分环节的零点分布及幅相特性曲线

不稳定二阶复合微分环节的频率特性为

G(jω)=1-
ω2

ω2n
-j2ζ

ω
ωn

(5-44)

A(ω)= 1-
ω2

ω2n  2+4ζ2
ω2

ω2n

φ(ω)=360°-arctan
2ζ

ω
ωn

1-
ω2

ω2n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5-45)

零点分布及幅相特性曲线如图5-19所示。

图5-19 不稳定二阶复合微分环节的零点分布及幅相特性曲线

8.
 

延迟环节

延迟环节的传递函数为

G(s)=e-τs (5-46)
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图5-20 延迟环节幅相特性曲线

频率特性为 G(jω)=e-jτω

A(ω)=1
 
φ(ω)=-τω (5-47)

其幅相特性曲线是圆心在原点的单位圆,如图5-20所示,

ω 值越大,其相角滞后量越大。

5.2.2 开环系统幅相特性曲线的绘制

设开环传递函数G(s)由l个典型环节串联组成,系统频率特性为

G(jω)=G1(jω)G2(jω)…Gl(jω)

=A1(ω)e
jφ1(ω)A2(ω)e

jφ2(ω)…Al(ω)e
jφl(ω)

=A(ω)ejφ(ω) (5-48)
式中

A(ω)=A1(ω)A2(ω)…Al(ω)
 
φ(ω)=φ1(ω)+φ2(ω)+…+φl(ω) (5-49)

Ai(ω)、φi(ω)(i=1,2,…,l)分别表示各典型环节的幅频特性和相频特性。
式(5-48)表明,只要将组成开环传递函数的各典型环节的频率特性叠加起来,即可得

出开环频率特性。在实际系统分析过程中,往往只需要知道幅相特性的大致图形即可,
并不需要绘出准确曲线。可以将系统在s平面的开环零极点分布图画出来,令s=jω 沿

虚轴变化,当ω=0→∞时,分析各零极点指向s=jω 的复向量的变化趋势,就可以推断各

典型环节频率特性的变化规律,从而概略画出系统的开环幅相特性曲线。
概略绘制的开环幅相特性曲线应反映开环频率特性的三个要点。
(1)

 

开环幅相特性曲线的起点(ω=0)和终点(ω→∞)。
(2)

 

开环幅相特性曲线与实轴的交点。
设ω=ωg时,G(jω)的虚部为

Im[G(jωg)]=0
或

φ(ωg)=∠G(jωg)=kπ k=0,±1,±2,…
称ωg为相角交界频率,开环频率特性曲线与实轴交点的坐标值为

Re[G(jωg)]=G(jωg)

  (3)
 

开环幅相特性曲线的变化范围(象限、单调性等)。
例5-4 单位反馈系统的开环传递函数G(s)为

G(s)=
K

sv(T1s+1)(T2s+1)
=K 1

sv·

1
T1

s+
1
T1

·

1
T2

s+
1
T2

试分别概略绘出当系统型别v=0,1,2,3时的开环幅相特性曲线。

MOOC视频

课程视频



170  

解 讨论v=1时的情形。在s平面中画出G(s)的零极点分布图,如图5-21(a)所
示。系统开环频率特性为

G(jω)=
K/T1T2

(s-p1)(s-p2)(s-p3)
=

K/T1T2

jωjω+
1
T1  jω+

1
T2  

  在s平面原点存在开环极点的情况下,为避免ω=0时G(jω)相角不确定,取s=jω=
j0+作为起点进行讨论(0+到0距离无限小,见图5-21)。

s-p1
→=j0++0

→
=A1∠φ1=0∠90°

s-p2
→=j0++

1
T1

→
=A2∠φ2=

1
T1
∠0°

s-p3
→=j0++

1
T2

→
=A3∠φ3=

1
T2
∠0°

故得 G(j0+)=
K

∏
3

i=1
Ai

∠-∑
3

i=1
φi=∞∠-90°

当ω 由0+逐渐增加时,jω、jω+
1
T1
、jω+

1
T2

三个向量的幅值连续增加;
 

除φ1=90°

外,φ2、φ3 均由0连续增加,分别趋于90°。
当s=jω→j∞时

s-p1
→=j∞-0→=A1∠φ1=∞∠90°

s-p2
→=j∞+

1
T1

→
=A2∠φ2=∞∠90°

s-p3
→=j∞+

1
T2

→
=A3∠φ3=∞∠90°

故得 G(j∞)=
K

∏
3

i=1
Ai

∠-∑
3

i=1
φi=0∠-270°

由此可以概略绘出G(jω)的幅相特性曲线如图5-21(b)中曲线G1 所示。

图5-21 v=1时G(s)的零极点图及G(jω)的幅相特性曲线
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同理,讨论v=0,2,3时的情况,可以列出表5-2,相应概略绘出幅相特性曲线分别如

图5-21(b)中G0、G2、G3 所示。

表5-2 例5-4结果列表

v G(jω) G(j0+) G(j∞) 零极点分布

0 G0(jω)=
K

(jT1ω+1)(jT2ω+1)
K∠0° 0∠-180°

1 G1(jω)=
K

jω(jT1ω+1)(jT2ω+1)
∞∠-90° 0∠-270°

2 G2(jω)=
K

(jω)2(jT1ω+1)(jT2ω+1)
∞∠-180° 0∠-360°

3 G3(jω)=
K

(jω)3(jT1ω+1)(jT2ω+1)
∞∠-270° 0∠-450°

对于开环传递函数全部由最小相角环节构成的系统,开环传递函数一般可写为

G(s)=
K(τ1s+1)(τ2s+1)…(τms+1)

sv(T1s+1)(T2s+1)…(Tn-vs+1)
 n>m

幅相特性曲线的起点G(j0+)完全由K、v 确定,而终点G(j∞)则由n-m 确定。

G(j0+)=
K∠0°, v=0
 
∞∠-90°v,v>0 

G(j∞)=0∠-90°(n-m)
而在ω=0+→∞过程中G(jω)的变化趋势,可以根据各开环零极点指向s=jω 的矢量之

模、相角的变化规律概略绘出。
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例5-5 已知单位反馈系统的开环传递函数为

Gk(s)=
k(1+2s)

s2(0.5s+1)(s+1)
试概略绘出系统开环幅相特性曲线。

解 系统型别v=2,零极点分布图如图5-22(a)所示。显然

(1)
 

起点 Gk(j0
+)=∞∠-180°

(2)
 

终点 Gk(j∞)=0∠-270°
(3)

 

与坐标轴的交点

Gk(jω)=
k

ω2(1+0.25ω2)(1+ω2)
[-(1+2.5ω2)-jω(0.5-ω2)]

  令虚部为0,可解出当ω2g=0.5(即ωg=0.707)时,幅相曲线与实轴有一交点,交点坐

标为
 

R(ωg)=-2.67k
概略幅相特性曲线如图5-22(b)所示。

图5-22 零极点分布图与幅相特性曲线
 

  

5.3 对数频率特性(Bode图)

5.3.1 典型环节的Bode图

1.
 

比例环节

  比例环节G(jω)=K 的频率特性与频率无关,其对数幅频特性和对数相频特性分

别为

L(ω)=20lgK
 
φ(ω)=0° (5-50)

相应Bode图如图5-23所示。

2.
 

微分环节

微分环节G(jω)=s的对数幅频特性与对数相频特性分别为

L(ω)=20lgω
 
φ(ω)=90° (5-51)

对数幅频特性曲线在ω=1处通过0dB线,斜率为20dB/dec;
 

对数相频特性曲线为+90°

MOOC视频
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直线。特性曲线如图5-24中曲线①所示。

图5-23 比例环节Bode图 图5-24 微分①、积分②环节Bode图

3.
 

积分环节

积分环节G(s)=
1
s

的对数幅频特性与对数相频特性分别为

L(ω)=-20lgω
 
φ(ω)=-90° (5-52)

积分环节对数幅频特性曲线在ω=1处通过0dB线,斜率为-20dB/dec;
 

对数相频特性

曲线为-90°直线。特性曲线如图5-24中曲线②所示。
积分环节与微分环节成倒数关系,所以其Bode图关于频率轴对称。

4.
 

惯性环节

惯性环节G(s)=
1

Ts+1
的对数幅频特性与对数相频特性表达式分别为

L(ω)=-20lg 1+(ωT)2
 
φ(ω)=-arctanωT (5-53)

  当ω≪1/T 时,略去式(5-53)L(ω)表达式根号中的(ωT)2 项,有

L(ω)≈-20lg1=0dB
表明L(ω)的低频渐近线是0dB水平线。

当ω≫1/T 时,略去式(5-53)L(ω)根号中的1项,则有

L(ω)≈-20lg(ωT)
表明L(ω)高频部分的渐近线是斜率为-20dB/dec的直线,两条渐近线的交点频率1/T
称为转折频率。图5-25中曲线①绘出惯性环节对数幅频特性的渐近线与精确曲线,以及

相应的对数相频特性曲线。由图可见,最大幅值误差发生在转折频率1/T 处,误差值为

-3dB,可用图5-26所示的误差曲线来进行修正。惯性环节的对数相频特性从0°变化到

-90°,并且关于点(1/T,-45°)对称。这一点读者可以自己证明。
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图5-25 (1+jωT)∓1 的Bode图  

图5-26 惯性环节对数幅频特性误差修正曲线

5.
 

一阶复合微分环节

一阶复合微分环节G(s)=sT+1的对数幅频特性与对数相频特性表达式分别为

L(ω)=20lg 1+(ωT)2
 
φ(ω)=arctanωT (5-54)

  一阶复合微分环节的Bode图如图5-25中曲线②所示,它与惯性环节的Bode图关于

频率轴对称。

6.
 

二阶振荡环节

振荡环节G(s)=
1

s
ωn  2+2ζs

ωn
+1

的对数幅频特性和对数相频特性表达式分别为

L(ω)=-20lg 1-
ω
ωn  2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2+ 2ζ
ω
ωn  2

φ(ω)=-arctan
2ζω/ωn

1-(ω/ωn)
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-55)

  当ω
ωn
≪1时,略去式(5-55)L(ω)表达式中的 ω

ωn  2 和2ζ
ω
ωn

项,则有

L(ω)≈-20lg1=0dB
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表明L(ω)的低频段渐近线是一条0dB的水平线。
 

当ω
ωn
≫1时,略去式(5-55)L(ω)表达

式中的1和2ζ
ω
ωn

项,则有

L(ω)=-20lg
ω
ωn  2=-40lg

ω
ωn

表明L(ω)的高频段渐近线是一条斜率为-40dB/dec的直线。
显然,当ω/ωn=1,即ω=ωn时,是两条渐近线的相交点,所以,振荡环节的自然频率

ωn就是其转折频率。
振荡环节的对数幅频特性不仅与ω/ωn有关,而且与阻尼比ζ有关,因此在转折频率

附近一般不能简单地用渐近线近似代替,否则可能引起较大的误差,图5-27给出当ζ 取

不同值时对数幅频特性的准确曲线和渐近线,由图可见,当ζ<0.707时,曲线出现谐振

峰值,ζ值越小,谐振峰值越大,它与渐近线之间的误差越大。必要时,可以用图5-28所

示的误差修正曲线进行修正。

图5-27 振荡环节的Bode图  

由式(5-55)可知,相角φ(ω)也是ω/ωn和ζ的函数,当ω=0时,φ(ω)=0;
 

当ω→∞
时,φ(ω)=-180°;

 

当ω=ωn时,不管ζ值的大小,φ(ω)总是等于-90°,而且相频特性曲

线关于(ωn,-90°)点对称,如图5-27所示。



176  

图5-28 振荡环节的误差修正曲线

7.
 

二阶复合微分环节

二阶复合微分环节G(s)= s
ωn  2+2ζs

ωn
+1的对数幅频特性和对数相频特性表达

式分别为

L(ω)=20lg 1-
ω
ωn  2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2+ 2ζ
ω
ωn  2

φ(ω)=arctan
2ζω/ωn

1-(ω/ωn)
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-56)

  二阶复合微分环节与振荡环节成倒数关系,两者的Bode图关于频率轴对称。

8.
 

延迟环节

延迟环节G(s)=e-τs 的对数幅频特性和对数相频特性表达式分别为

L(ω)=20lg|G(jω)|=0
 
φ(ω)=-τω (5-57)
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图5-29 延迟环节的Bode图

这表明,延迟环节的对数幅频特性曲线与0dB线重合,对
数相频特性值与ω 成正比,当ω→∞时,相角滞后量→∞。
延迟环节的Bode图如图5-29所示。

5.3.2 开环系统Bode图的绘制

将开环传递函数G(s)表示成式(5-48)形式的典型环

节组合形式,有

L(ω)=20lgA(ω)=20lg[A1(ω)A2(ω)…Al(ω)]

=20lgA1(ω)+20lgA2(ω)+…+20lgAl(ω)

=L1(ω)+L2(ω)+…+Ll(ω)

φ(ω)=φ1(ω)+φ2(ω)+…+φl(ω)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-58)
式中,Li(ω)和φi(ω)分别表示各典型环节的对数幅频特性和对数相频特性。

式(5-58)表明,只要能作出G(jω)所包含的各典型环节的对数幅频特性和对数相频

特性曲线,将它们进行代数相加,就可以求得开环系统的Bode图。实际上,在熟悉了对

数幅频特性的性质后,可以采用更为简捷的办法直接画出开环系统的Bode图,具体步骤

如下。
(1)

 

将开环传递函数写成尾1型标准形式:
 

G(s)=
K∏

p

i=1

s
zi

+1  ∏
(m-p)/2

h=1

s
ωzh  2+2ζzh

s
ωzh

+1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

sv∏
q

j=1

s
pj

+1  ∏
(n-q-v)/2

k=1

s
ωpk  2+2ζpk

s
ωpk

+1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

确定系统开环增益K 和型别v,把各典型环节的转折频率由小到大依次标在频率轴上。
(2)

 

绘制开环对数幅频特性低频段的渐近线。由于低频段渐近线的频率特性为

K/(jω)v,所以它就是过点(1,20lgK)、斜率为-20vdB/dec的直线。
(3)

 

在低频段渐近线的基础上,沿频率增大的方向每遇到一个转折频率就改变一次

斜率,其规律是遇到惯性环节的转折频率,斜率变化-20dB/dec;
 

遇到一阶复合微分环节的

转折频率,斜率变化20dB/dec;
 

遇到二阶复合微分环节的转折频率,斜率变化40dB/dec;
 

遇到振荡环节的转折频率,斜率变化-40dB/dec;
 

直到所有转折全部进行完毕。最右端

转折频率之后的渐近线斜率应该是-20(n-m)dB/dec,其中,n、m 分别为G(s)分母、分
子的阶数。

(4)
 

如果需要,可按照各典型环节的误差曲线在相应转折频率附近进行修正,以得到

较准确的对数幅频特性曲线。
(5)

 

绘制对数相频特性曲线。分别绘出各典型环节的对数相频特性曲线,再沿频率

增大的方向逐点叠加,最后将相加点连接成光滑曲线。
下面举例说明开环对数频率特性的绘制过程。

MOOC视频
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例5-6 已知开环传递函数

G(s)=
64(s+2)

s(s+0.5)(s2+3.2s+64)
试绘制开环系统的Bode图。

解 (1)
 

将G(s)化为尾1型标准形式:

G(s)=
4s
2+1  

s s
0.5+1  s2

82
+0.4×

s
8+1  

可以看出,此开环传递函数由比例环节、积分环节、惯性环节、一阶微分环节和振荡环节

共5个环节组成。顺序标出转折频率:
 

惯性环节转折频率 ω1=1/T1=0.5;
 

一阶复合微分环节转折频率 ω2=1/T2=2;
 

振荡环节转折频率 ω3=1/T3=8。
开环增益K=4,系统型别v=1。

(2)
 

低频段渐近线由K
s=

4
s

决定,过点(ω=1,20lg4)作一条斜率为-20dB/dec的直

线,此即低频段的渐近线(如图5-30中虚线所示)。

图5-30 例5-5图

(3)
 

在ω1=0.5处,惯性环节将渐近线斜率由-20dB/dec变为-40dB/dec。
在ω2=2处,由于一阶复合微分环节的作用使渐近线斜率增加20dB/dec,即由

-40dB/dec变为-20dB/dec。
在ω3=8处,振荡环节使渐近线斜率由-20dB/dec改变为-20(n-m)=-60dB/dec。

由此绘制出渐近对数幅频特性曲线L(ω)。
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(4)
 

若有必要,可利用误差曲线对L(ω)进行修正。
(5)

 

绘制对数相频特性曲线。比例环节相角恒为零,积分环节相角恒为-90°,惯性

环节、一阶复合微分和振荡环节的对数相频特性分别如图5-30中曲线①、②、③所示。将

上述典型环节对数相频特性进行叠加,得到系统开环对数相频特性φ(ω)如图5-30中曲

线④所示。当然,也可以按φ(ω)表达式选点计算,再描点绘出φ(ω)曲线。

5.3.3 由对数幅频特性曲线确定开环传递函数

根据给定的对数幅频特性曲线确定相应的传递函数,是由传递函数绘制对数幅频特

性曲线的反问题,这在系统频域分析和校正中经常遇到。下面举例说明怎样由L(ω)确
定G(jω)。

例5-7 最小相角系统的开环对数幅频特性曲线如图5-31所示,试确定开环传递函数。

图5-31 系统开环对数幅频特性曲线

解 根据L(ω)曲线,可以写出

G(jω)=
K s
2+1  

s2 s
100  2+2ζ

s
100+1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

式中,K 和ζ待定。对于二阶振荡环节中的阻尼比ζ,根据L(ω),有
20lgMr=6.3dB

Mr=
1

2ζ 1-ζ2
=10

6.3
20 =2.0655

解出 ζ=0.25
对于开环增益K,有不同的解法。
解法1:

 

将L(ω)曲线第一个转折频率ω=2左边的线段延长至频率轴,与0dB线交

点处的频率设为ω0,则K=ω20。利用对数频率特性曲线横坐标等距等比的特点,可以写

出8
ω0
=
ω0
2
,所以有K=ω20=16。

课程视频
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解法2:
 

设系统截止频率为ω*
c ,则有

|G(jω*
c )|=

K jω*
c

2 +1

ω*2
c 1-

ω*
c

100  2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +j2ζ

ω*
c

100

=1

图5.31中给出渐近对数幅频特性曲线L(ω)与0dB线交点频率ωc=8≈ω
*
c ,注意ωc=8

与其他转折频率的大小关系,同时考虑绘制渐近对数幅频特性曲线时的近似条件,略去

上式各环节取模运算中实部、虚部中较小者,有

|G(jωc)|=
K ×

ωc
2

ω2c×1
=

K
2×ωc ωc=8

=
K
16=1

可得K=16。
最后给出

G(jω)=
16· s

2+1  
s2 s

100  2+0.5
s
100+1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
80000(s+2)

s2(s2+50s+10000)

  由开环对数幅频特性曲线确定传递函数时,如何根据具体情况求开环增益,往往有

多种方法,需要灵活掌握。

5.3.4 最小相角系统和非最小相角系统

极点或零点在右半s平面的典型环节称为“非最小相角”环节。
如果系统开环传递函数中有在右半s平面的极点或零点,或者包含延迟环节e-τs,

则称此系统为“非最小相角系统”,否则称为“最小相角系统”。在系统的开环频率特性

中,最小相角系统相角变化量的绝对值相对最小,而且其对数幅频特性与对数相频特性

之间存在唯一的对应关系,可以相互确定,而非最小相角系统不具备这种性质。在系统

分析中应当注意区分和正确处理非最小相角系统。

图5-32 对数频率特性曲线 

例5-8 已知某系统的开环对数频率特性

曲线如图5-32所示,试确定其开环传递函数。
解 根据对数幅频特性曲线,可以写出开

环传递函数的表达形式:

G(s)=
K s

ω2
±1  

s s
ω1

±1  
根据对数频率特性的坐标特点,有

ωK

ωc
=
ω2
ω1
,可

以确定开环增益

课程视频
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K =ωK =
ωcω2
ω1

  根据相频特性的变化趋势(-270°→-90°),可以判定该系统为非最小相角系统。G(s)
中至少有一个在右半s平面的零点或极点。将系统可能的开环零极点分布全部画出来,
列在表5-3中。

表5-3 例5-8用表

序号 零极点分布 G(jω) G(j0) G(j∞)

1
K(s/ω2+1)
s(s/ω1+1)

∞∠-90° 0∠-90°

2
K(s/ω2-1)
s(s/ω1+1)

∞∠+90° 0∠-90°

3
K(s/ω2+1)
s(s/ω1-1)

∞∠-270° 0∠-90°

4
K(s/ω2-1)
s(s/ω1-1)

∞∠-90° 0∠-90°

分析相角的变化趋势,可见,只有当惯性环节极点在右半s平面,一阶复合微分环节

零点在左半s平面时,相角才符合从-270°到-90°的变化规律。因此可以确定系统的开

环传递函数为

G(s)=

ωcω2
ω1

s
ω2

+1  
s s

ω1
-1  

  对于最小相角系统,根据对数幅频特性曲线就完全可以确定相应的对数相频特性和

传递函数,反之亦然。由于对数幅频特性容易绘制,所以在分析最小相角系统时,通常只
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画其对数幅频特性曲线,对数相频特性曲线一般不需要画。而对于非最小相角系统,必
须将对数幅频、对数相频特性曲线同时绘制出来,才能完整表达其频率特性。

5.4 频域稳定判据

5.4.1 奈奎斯特稳定判据

闭环控制系统稳定的充要条件是闭环特征方程的根均具有负的实部,或者说,全部

闭环极点都位于左半s平面。第3章中介绍的劳斯稳定判据,是根据闭环特征方程的系

数来判断闭环系统的稳定性。这里要介绍的频域稳定判据则是利用系统的开环频率特

性G(jω)来判断闭环系统的稳定性。
频域稳定判据是奈奎斯特于1932年提出的,它是频率分析法的重要内容。利用

奈奎斯特稳定判据,不但可以判断系统是否稳定(绝对稳定性),也可以确定系统的稳

定程度(相对稳定性),还可以分析系统的动态性能以及指出改善系统性能指标的途

径。因此,奈奎斯特稳定判据是一种重要而实用的稳定性判据,在工程上应用十分

广泛。

图5-33 控制系统结构图

1.
 

辅助函数

对于图5-33所示的控制系统结构图,其开环传递函

数为

G(s)=G0(s)H(s)=
M(s)
N(s)

(5-59)

相应的闭环传递函数为

Φ(s)=
G0(s)
1+G(s)=

G0(s)

1+
M(s)
N(s)

=
N(s)G0(s)

N(s)+M(s)
(5-60)

式中,M(s)为开环传递函数的分子多项式,m 阶;
 

N(s)为开环传递函数的分母多项式,n
阶,n≥m。令辅助函数

F(s)=1+G(s)=
M(s)+N(s)

N(s)
(5-61)

可见,辅助函数是闭环特征多项式N(s)+M(s)和开环特征多项式N(s)之比。
实际系统传递函数G(s)分母阶数n 总是大于或等于分子阶数m,因此辅助函数的

分子分母同阶,即F(s)的零点数与极点数相同。设z1,z2,…,zn 和p1,p2,…,pn 分别

为其零、极点,则辅助函数F(s)可表示为

F(s)=
(s-z1)(s-z2)…(s-zn)
(s-p1)(s-p2)…(s-pn)

(5-62)

  综上所述可知,辅助函数F(s)具有以下特点。
(1)

 

辅助函数F(s)的零点和极点分别是系统的闭环极点和开环极点,它们的个数相

同,均为n 个。

MOOC视频
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(2)
 

F(s)与开环传递函数G(s)之间只差常量1,F 平面上的坐标原点就是G 平面上

的(-1,j0)点。同时,F(jω)=1+G(jω)表明,只要将开环幅相特性曲线G(jω)向右平移

一个单位,就可以得到辅助函数的幅相特性曲线F(jω),如图5-34所示。

2.
 

奈奎斯特稳定判据

从G(s)表达式中容易看出在右半s平面中的开环极点数(设为P),如果能确定系

统在右半s平面中所有闭环极点和开环极点的个数差,也就是辅助函数F(s)位于右半

s平面内的零极点的个数差(设为R),就能确定系统在右半s平面中闭环极点数(设为

Z),有
Z=P+R (5-63)

由此可判定闭环系统的稳定性。
为了确定R,在s平面中设计奈奎斯特路径Γ,Γ 由以下3段组成。

①
 

———正虚轴s=jω:
 

频率ω 由0变到∞。

②
 

———半径为无限大的右半圆s=rejθ:
 

r→∞,θ由π/2变化到-π/2。

③
 

———负虚轴s=jω:
 

频率ω 由-∞变化到0。
这样,3段组成的封闭曲线Γ(称为奈奎斯特路径,简称奈氏路径)就包含了整个右半

s平面,如图5-35所示。

图5-34 F 平面与G 平面的关系图
    

图5-35 奈奎斯特路径

在F 平面上通过函数关系F(jω)绘制与Γ 相对应的像Γ':
 

当s沿虚轴变化时,由
式(5-61),则有

F(jω)=1+G(jω) (5-64)
因此,Γ'将由下面3段组成。

①
 

———与正虚轴对应的是辅助函数的频率特性F(jω),相当于把G(jω)右移一个

单位。

②
 

———与半径为无穷大的右半圆相对应的辅助函数F(s)→1。由于开环传递函数

的分母阶数高于分子阶数,当s→∞时,G(s)→0,故有F(s)=1+G(s)→1。

③
 

———与负虚轴相对应的是辅助函数频率特性F(jω)对称于实轴的镜像。
图5-36绘出了系统开环频率特性曲线G(jω)。将曲线右移一个单位,并取其镜像,

则成为F 平面上的封闭曲线Γ',如图5-37所示。图中用虚线表示镜像。
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图5-36 G(jω)特性曲线 图5-37 F 平面上的封闭曲线

由于奈氏路径Γ 包含了整个右半s平面,闭环传递函数和开环传递函数在右半s平

面上的极点全部被包围在其中。在右半s平面上闭环和开环极点的个数差R,可以确定

为F 平面上Γ'曲线顺时针包围原点的圈数,也就是G 平面上系统开环幅相特性曲线及

其镜像顺时针包围(-1,j0)点的圈数。在实际系统分析过程中,一般只需绘制开环幅相

特性曲线,而不必绘制其镜像曲线,考虑到角度定义的方向性,有

R=-2N (5-65)
将式(5-65)代入式(5-63),可得奈奎斯特判据(简称奈氏判据)

Z=P-2N (5-66)
式中,Z 是右半s平面中闭环极点的个数;

 

P 是右半s平面中开环极点的个数;
 

N 是开

环幅相曲线G(jω)(不包括其镜像)包围G 平面(-1,j0)点的圈数(逆时针为正)。显然,
只有当Z=P-2N=0时,闭环系统才是稳定的。

例5-9 设系统开环传递函数为

G(s)=
52

(s+2)(s2+2s+5)
试用奈氏判据判定闭环系统的稳定性。

解 绘出系统的开环幅相特性曲线如图5-38所示。当ω=0时,曲线起点在实轴上

P(ω)=5.2。当ω→∞时,终点在原点。当ω=2.5时曲线和负虚轴相交,交点为-j5.
06。当ω=3时,曲线和负实轴相交,交点为-2.0,见图5-38中实线部分。

图5-38 幅相特性曲线及其镜像

在右半s平面上,系统的开环极点数为0。开环

频率特性G(jω)随着ω 从0变化到+∞时,顺时针方

向围绕点(-1,j0)点一圈,即 N=-1。用式(5-66)
可求得闭环系统在右半s平面的极点数为

Z=P-2N =0-2×(-1)=2
所以闭环系统不稳定。

利用奈氏判据还可以讨论开环增益K 对闭环系

统稳定性的影响。当 K 值变化时,幅频特性成比例

变化,而相频特性不受影响。因此,就图5-38而论,
当频率ω=3时,曲线与负实轴正好相交在(-2,j0)
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点,若K 缩小一半,取K=2.6时,曲线恰好通过点(-1,j0),这是临界稳定状态;
 

当K<
2.6时,幅相特性曲线G(jω)将从点(-1,j0)的右方穿过负实轴,不再包围点(-1,j0),这
时闭环系统是稳定的。

例5-10 系统结构图如图5-39所示,试判断系统的稳定性并讨论K 值对系统稳定

性的影响。
解 系统是一个非最小相角系统,开环不稳定。开环传递函数在右半s平面上有一

个极点,P=1。幅相特性曲线如图5-40所示。当ω=0时,曲线从负实轴点(-K,j0)出
发;

 

当ω→∞时,曲线以-90°趋于坐标原点;
 

幅相特性包围点(-1,j0)的圈数N 与K 值

有关。图5-40绘出了K>1和K<1的两条曲线,可见:
 

当K>1时,曲线逆时针包围了点(-1,j0)1/2圈,即 N=1/2,此时Z=P-2N=
1-2×(1/2)=0,故闭环系统稳定;

 

当K<1时,曲线不包围点(-1,j0),即 N=0,此时

Z=P-2N=1-2×0=1,有一个闭环极点在右半s平面,故系统不稳定。

图5-39 例5-10系统结构图
 

图5-40 K>1和K<1时的幅相特性曲线

5.4.2 奈奎斯特稳定判据的应用

如果开环传递函数G(s)在虚轴上有极点,则不能直接应用图5-35所示的奈氏路径,
因为幅角定理要求奈氏路径不能经过F(s)的奇点,为了在这种情况下应用奈氏判据,可
以对奈氏路径略作修改。使其沿着半径为无穷小(r→0)的右半圆绕过虚轴上的极点。
例如当开环传递函数中有纯积分环节时,s平面原点有极点,相应的奈氏路径可以修改为

图5-41 s平面原点有开环

极点时的奈氏路径

如图5-41所示。图中的小半圆绕过了位于坐标原点的极点,
使奈氏路径避开了极点,又包围了整个右半s平面,前述的奈

氏判据结论仍然适用,只是在画幅相特性曲线时,s取值需要

先从j0绕半径无限小的圆弧逆时针转90°到j0+,然后再沿

虚轴到j∞。这样需要补充s=j0→j0+ 小圆弧所对应的

G(jω)特性曲线。
设系统开环传递函数为

G(s)=
K∏

m

i=1
(τis+1)

sv∏
n-v

j=1
(Tjs+1)
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式中,v 为系统型别。当沿着无穷小半圆逆时针方向移动时,有s=lim
r→0

rejvθ,映射到G 平

面的曲线可以按下式求得:

G(s)|s=lim
r→0

rejθ =
K∏

m

i=1
(τis+1)

sv∏
n-v

j=1
(Tjs+1)s=lim

r→0
rejθ

=lim
r→0

K
rve

-jvθ =∞e-jvθ (5-67)

  由上述分析可见,当s沿小半圆从ω=0变化到ω=0+时,θ角沿逆时针方向从0变

化到π/2,这时G 平面上的映射曲线将从∠G(j0)位置沿半径无穷大的圆弧按顺时针方

向转过-vπ/2角度。在确定G(jω)绕点(-1,j0)圈数N 的值时,要考虑大圆弧的影响。
例5-11 已知开环传递函数为

G(s)=
K

s(Ts+1)
式中,K>0、T>0,绘制奈氏图并判别系统的稳定性。

解 该系统G(s)在坐标原点处有一个极点,为Ⅰ型系统。取奈氏路径如图5-41所

示。当s沿小半圆移动从ω=0变化到ω=0+时,在G 平面上映射曲线为半径R→∞的

π/2圆弧。幅相特性曲线(包括大圆弧)如图5-42所示。此系统开环传递函数在右半s
平面无极点,P=0;

 

G(s)的奈氏路径又不包围点(-1,j0),N=0;
 

因此Z=P-2N=0,
闭环系统是稳定的。

例5-12 已知系统开环传递函数为

G(s)H(s)=
K(s+3)
s(s-1)

试绘制奈氏图,并分析闭环系统的稳定性。
解 由于G(s)H(s)在右半s平面有一极点,故P=1。当0<K<1时,其奈氏图如

图5-43(a)所示,图中可见,当ω从0到+∞变化时,奈氏路径顺时针包围点(-1,j0)-1/2
圈,即N=-1/2,Z=P-2N=1+2(1/2)=2,因此闭环系统不稳定。当K>1时,其奈

氏图如图5-43(b)所示,当ω 从0到+∞变化时,奈氏路径逆时针包围点(-1,j0)+1/2
圈,N=+1/2,Z=P-2N=1-2(1/2)=0,此时闭环系统是稳定的。

图5-42 例5-11的奈氏图
 

图5-43 例5-12的奈氏图

5.4.3 对数稳定判据

实际上,系统的频域分析设计通常是在Bode图上进行的。将奈氏判据引申到Bode
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图上,以Bode图的形式表现出来,就成为对数稳定判据。在Bode图上运用奈氏判据的

关键在于如何确定G(jω)包围点(-1,j0)的圈数N。
系统开环频率特性的奈氏图与Bode图存在一定的对应关系,如图5-44所示。

图5-44 奈氏图与Bode图的对应关系

(1)
 

奈氏图上|G(jω)|=1的单位圆与Bode图上的0dB线相对应。单位圆外部对应

于L(ω)>0,单位圆内部对应于L(ω)<0。
(2)

 

奈氏图上的负实轴对应于Bode图上φ(ω)=-180°线。
在奈氏图中,如果开环幅相特性曲线在点(-1,j0)以左穿过负实轴,则称为“穿越”。

若沿ω 增加方向,曲线按相角增加方向(自上而下)穿过点(-1,j0)以左的负实轴,则称

为正穿越;
 

反之,曲线按相角减小方向(自下而上)穿过点(-1,j0)以左的负实轴,则称为

负穿越,如图5-44(a)所示。如果沿ω 增加方向,幅相特性曲线自(-1,j0)点以左的负实

轴上某点开始向下(上)离开,或从负实轴上(下)方趋近到点(-1,j0)以左的负实轴上某

点,则称为半次正(负)穿越。
在Bode图上,对应在L(ω)>0的频段范围内沿ω 增加方向,对数相频特性曲线按

相角增加方向(自下而上)穿过-180°线称为正穿越;
 

反之,曲线按相角减小方向(自上而

下)穿过-180°线为负穿越。同理,在L(ω)>0的频段范围内,对数相频曲线沿ω 增加方

向自-180°线开始向上(下)离开,或从下(上)方趋近到-180°线,则称为半次正(负)穿
越,如图5.44(b)所示。

在奈氏图上,正穿越一次,对应于幅相特性曲线逆时针包围(-1,j0)点一圈,而负穿

越一次,对应于顺时针包围点(-1,j0)一圈,因此幅相特性曲线包围点(-1,j0)的次数等

于正、负穿越次数之差,即
N =N+-N- (5-68)

式中,N+是正穿越次数;
 

N-是负穿越次数。在Bode图上可以应用此方法方便地确定N。
例5-13 单位反馈系统的开环传递函数为

图5-45 开环零极点图

G(s)=
K* s+

1
2  

s2(s+1)(s+2)
当K*=0.8时,判断闭环系统的稳定性。

解 系统开环零极点分布图如图5-45所示。首先计算

G(jω)曲线与实轴交点坐标。
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G(jω)=
0.8 12+jω  

-ω2(1+jω)(2+jω)
=

-0.81+
5
2ω

2+jω
1
2-ω2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
ω2[4+5ω2+ω4]

令ImG(jω)=0,解出ω=1/2。计算相应实部的值ReG(jω)=-0.5333。由此可画出

开环幅相特性和开环对数频率特性曲线分别如图5-46(a)、图5-46(b)所示。系统是Ⅱ型

的,相应在G(jω)、φ(ω)上补上180°大圆弧(如图5-46(a)、图5-46(b)中虚线所示)。应用对

数稳定判据,在L(ω)>0的频段范围(0~ωc)内,φ(jω)在ω=0+处有负、正穿越各1/2次,
所以

N =N+-N-=1/2-1/2=0

Z=P-2N =0-2×0=0
可知闭环系统是稳定的。

图5-46 开环幅相特性和对数频率特性曲线

5.5 稳定裕度

5.5.1 稳定裕度的定义

控制系统稳定与否是绝对稳定性的概念。而对一个稳定的系统而言,还有一个稳定

的程度,即相对稳定性的概念。相对稳定性与系统的动态性能指标有着密切的关系。在

设计一个控制系统时,不仅要求它必须是绝对稳定的,还应保证系统具有一定的稳定程

度。只有这样,才能不致因系统参数的小范围漂移而导致系统性能变差甚至不稳定。
对于一个最小相角系统而言,G(jω)曲线越靠近点(-1,j0),系统阶跃响应的振荡就

越强烈,系统的相对稳定性就越差。因此,可用G(jω)曲线对点(-1,j0)的接近程度来表

示系统的相对稳定性。通常,这种接近程度是用相角裕度和幅值裕度来表示的。
相角裕度和幅值裕度是系统开环频率指标,它们与闭环系统的动态性能密切相关。

1.
 

相角裕度

相角裕度是指开环幅相频率特性G(jω)的幅值A(ω)=|G(jω)|=1时的向量与负

实轴的夹角,常用希腊字母γ 表示。
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在G 平面上画出以原点为圆心的单位圆,见图5-47。G(jω)曲线与单位圆相交,交
点处的频率ωc称为截止频率,此时有A(ωc)=1。按相角裕度的定义

γ=180°+φ(ωc) (5-69)
由于L(ωc)=20lgA(ωc)=20lg1=0,故在Bode图中,相角裕度表现为L(ω)=0dB处的

相角φ(ωc)与-180°水平线之间的角度差,如图5-48所示。上述两图中的γ 均为正值。

图5-47 相角裕度和幅值裕度的定义 图5-48 稳定裕度在Bode图上的表示

2.
 

幅值裕度

G(jω)曲线与负实轴交点处的频率ωg称为相角交界频率,此时幅相特性曲线的幅值

为A(ωg),如图5-47所示。幅值裕度是G(jω)与负实轴交点至虚轴距离的倒数,即
1/A(ωg),常用h 表示,即

h=
1

A(ωg)
(5-70)

  在对数坐标图上

20lgh=-20lg|A(ωg)|=-L(ωg) (5-71)
即h 的分贝值等于L(ωg)与0dB之间的距离(0dB下为正)。

相角裕度的物理意义在于:
 

稳定系统在截止频率ωc处若相角再滞后一个γ 角度,则
系统处于临界稳定状态;

 

若相角滞后大于γ,则系统将变成不稳定的。
幅值裕度的物理意义在于:

 

稳定系统的开环增益再增大h 倍,则ω=ωg 处的幅值

A(ωg)等于1,曲线正好通过点(-1,j0),系统处于临界稳定状态;
 

若开环增益增大h 倍

以上,则系统将变成不稳定的。
对于最小相角系统,要使系统稳定,要求相角裕度γ>0,幅值裕度h>0dB。为保证

系统具有一定的相对稳定性,稳定裕度不能太小。在工程设计中,要求γ>30°(一般选

40°~60°),h>6dB(一般选10~20dB)。

5.5.2 稳定裕度的计算

根据式(5-69),要计算相角裕度γ,首先要知道截止频率ωc。求ωc较方便的方法是

先由G(s)绘制L(ω)曲线,由L(ω)与0dB线的交点确定ωc。而求幅值裕度h,则要先知
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道相角交界频率ωg。对于阶数不太高的系统,直接解三角方程∠G(jωg)=-180°是求

ωg较方便的方法。通常是将G(jω)写成虚部和实部,令虚部为零而解得ωg。
例5-14 某单位反馈系统的开环传递函数为

G(s)=
K0

s(s+1)(s+5)
试求K0=10时系统的相角裕度和幅值裕度。

解 G(s)=
K0/5

s(s+1)15s+1  
 

K=K0/5
 
v=1 

绘制开环增益K=K0/5=2时的L(ω)曲线如图5-49所示。

图5-49 K=2时的L(ω)曲线

当K=2时

A(ωc)=
2

ωc ω2c+12
ωc
5  2+12

=1≈
2

ωc ω2c 12
=
2
ω2c
 0<ωc<2

所以 ωc= 2

γ1=180°+∠G(jωc)=180°-90°-arctanωc-arctan
ωc
5

=90°-54.7°-15.8°=19.5°
又由 180°+∠G(jωg)=180°-90°-arctanωg-arctan(ωg/5)=0
有 arctanωg+arctan(ωg/5)=90°
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等式两边取正切
ωg+

ωg
5

1-
ω2g
5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=tan90°→∞

得1-ω2g/5=0,即
 

ωg= 5=2.236。

所以 h1=
1

|A(ωg)|
=
ωg ω2g+1

ωg
5  2+1

2 =3=9.5dB

在实际工程设计中,必须先确定系统的稳定性。对于不稳定的系统,没有必要计算

稳定裕度。在稳定的前提下,只要绘出L(ω)曲线,可以直接在图上读ωc,不需太多计算。

5.6 利用开环对数幅频特性分析系统的性能

在频域中对系统进行分析、设计时,通常是以频域指标为依据的,但是频域指标不如

时域指标直观、准确,因此,需进一步探讨频域指标与时域指标之间的关系。考虑到对数

频率特性在控制工程中应用的广泛性,本节以Bode图为基本形式,首先讨论开环对数幅

频特性L(ω)的形状与性能指标之间的关系,然后根据频域指标与时域指标之间的关系

估算出系统的时域响应性能。
实际系统的开环对数幅频特性L(ω)一般都符合如图5-50所示的特征:

 

左端(频率

较低的部分)高;
 

右端(频率较高的部分)低。将L(ω)人为地分为三个频段:
 

低频段、中
频段和高频段。低频段主要是指第一个转折频率以左的频段;

 

中频段是指截止频率ωc
附近的频段;

 

高频段是指频率远大于ωc的频段。这三个频段包含了闭环系统性能不同

方面的信息,需要分别进行讨论。

图5-50 对数频率特性三个频段的划分

需要指出,开环对数频率特性三个频段的划分是相对的,各频段之间没有严格的界

限。一般控制系统的频段范围为0.01~100rad/s。这里所述的“高频段”与无线电学科

里的“超高频”“甚高频”不是一个概念。

5.6.1 L(ω)低频段渐近线与系统稳态误差的关系

低频段通常是指L(ω)的渐近线在第一个转折频率左边的频段,这一频段的特性完

全由积分环节和开环增益决定。设低频段对应的传递函数
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Gd(s)=
K
sv

则低频段对数幅频特性

20lg|Gd(jω)|=20lg
K
ωv

  将低频段对数幅频特性曲线延长交于0dB线,交点频率ω0=K
1
v。可以看出,低频

段斜率越小(负数的绝对值越大),位置越高,对应积分环节数目越多,开环增益越大。在

闭环系统稳定的条件下,其稳态误差越小,稳态精度越高。因此,根据L(ω)低频段可以

确定系统型别v 和开环增益K,利用第3章中介绍的静态误差系数法可以求出系统在给

定输入下的稳态误差。

5.6.2 L(ω)中频段特性与系统动态性能的关系

中频段是指L(ω)在截止频率ωc附近的频段,这段特性集中反映了闭环系统动态响

应的平稳性和快速性。
一般来说,φ(ω)的大小与对应频率下L(ω)的斜率有密切关系,L(ω)斜率越负,则

φ(ω)越小(负数的绝对值越大)。在ωc处,L(ω)曲线的斜率对相角裕度γ 的影响最大,
越远离ωc处的L(ω)斜率对γ 的影响就越小。定性来讲,如果L(ω)曲线的中频段斜率

为-20dB/dec,并且占据较宽的频率范围,则相角裕度γ就较大(接近90°),系统的超调

量就很小。反之,如果中频段是-40dB/dec的斜率,且占据较宽的频率范围,则相角裕度

γ 就很小(接近0°),系统的平稳性和快速性会变得很差。因此,为保证系统具有满意的

动态性能,希望L(ω)以-20dB/dec的斜率穿越0dB线,并保持较宽的中频段范围。闭

环系统的动态性能主要取决于开环对数幅频特性中频段的形状。

1.
 

二阶系统

典型二阶系统的结构图可用图5-51表示。其中开环传递函数为

图5-51 典型二阶系统结构图

G(s)=
ω2n

s(s+2ζωn)
 0<ζ<1

相应的闭环传递函数为

Φ(s)=
ω2n

s2+2ζωns+ω2n
  1)

 

γ 和σ%的关系

系统开环频率特性为

G(jω)=
ω2n

jω(jω+2ζωn)
(5-72)

开环幅频和相频特性分别为

A(ω)=
ω2n

ω ω2+(2ζωn)
2
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φ(ω)=-90°-arctan
ω
2ζωn

在ω=ωc处,A(ω)=1,即

A(ωc)=
ω2n

ωc ω2c+(2ζωn)
2

=1

亦即

ω4c+4ζ2ω2nω
2
c-ω4n=0

解之,得

ωc= 4ζ4+1-2ζ2ωn (5-73)
当ω=ωc时,有

φ(ωc)=-90°-arctan
ωc
2ζωn

由此可得系统的相角裕度为

γ=180°+φ(ωc)=90°-arctan
ωc
2ζωn

=arctan
2ζωn
ωc

(5-74)

将式(5-73)代入式(5-74),得

γ=arctan
2ζ

4ζ4+1-2ζ2
(5-75)

根据式(5-75),可以画出γ 和ζ的函数关系曲线如图5-52所示。
另外,典型二阶系统超调量

σ%=e-πζ/ 1-ζ2 ×100% (5-76)
为便于比较,将式(5-76)的函数关系也一并绘于图5-52中。

图5-52 二阶系统σ%、Mr、γ与ζ的关系曲线

从图5-52所示曲线可以看出,γ 越小(即ζ越小),σ%就越大;
 

反之,γ 越大,σ%就越

小。通常希望30°≤γ≤60°。
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2)
 

γ、ωc与ts的关系

由时域分析法可知,典型二阶系统调节时间(取Δ=0.05时)为

ts=
3.5
ζωn

 0.3<ζ<0.8 (5-77)

将式(5-77)与式(5-73)相乘,得

tsωc=
3.5
ζ

4ζ4+1-2ζ2 (5-78)

再由式(5-75)和式(5-78)可得

tsωc=
7
tanγ

(5-79)

  将式(5-79)的函数关系绘成曲线,如图5-53所示。可见,调节时间ts与相角裕度γ
和截止频率ωc都有关。当γ 确定时,ts与ωc成反比。换言之,如果两个典型二阶系统

的相角裕度γ 相同,那么它们的超调量也相同(见图5-52),这样,ωc较大的系统,其调节

时间ts必然较短(见图5-53)。

图5-53 二阶系统tsωc 与γ的关系曲线
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例5-15 二阶系统结构图如图5-54所示。试分析系统开环频域指标与时域指标的

关系。
解 系统的开环传递函数为

G(s)=
K1K2α

Tis(Tas+1)=
K

s(Tas+1)
式中,K=K1K2α/Ti;

 

转折频率为ω2=1/Ta。若取

ωc=
1
2Ta

=
ω2
2

(5-80)

则开环对数幅频特性曲线如图5-55所示。系统的相角裕度为

γ=180°+φ(ωc)=180°-90°-arctanωcTa

=90°-arctan
1
2Ta

·T=63.4°

图5-54 系统结构图 图5-55 系统的对数幅频特性曲线

根据所求得的γ 值,查图5-52可得ζ=0.707,σ%=4.3%。由图5-53查得tsωc=3.5。
再由式(5-80)得

ts=
3.5
ωc

=
7
ω2

=7Ta

若增加开环增益,则图5-55中所示的L(ω)向上平移,ωc右移。当ωc移至更靠近ω2 时,相
角裕度变得较小,超调量自然变大。例如,若选ωc=ω2=1/Ta 时,则相角裕度γ=45°,从
上述曲线查得ζ=0.42,σ%=23%。若K 值进一步加大,则ωc将落在-40dB/dec斜率

的频段上,相角裕度将变得更小,超调量就更大。

2.
 

高阶系统

对于三阶或三阶以上的高阶系统,要准确推导出开环频域特征量(γ 和ωc)与时域指

标(σ%和ts)之间的关系是很困难的,即使导出这样的关系式,使用起来也不方便,实用 课程视频
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意义不大。在控制工程分析与设计中,通常采用下面从工程实践中总结出来的近似公

式,由ωc、γ 估算系统的动态性能指标,即有

σ%= 0.16+0.4
1
sinγ-1  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×100% 35°≤γ≤90° (5-81)

ts=
π
ωc
2+1.5

1
sinγ-1  +2.5 1

sinγ-1  2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  35°≤γ≤90° (5-82)

  图5-56所示的两条曲线是根据上述两式绘成的,以供查用。图中曲线表明,当ωc一

定时,随着γ 值的增加,高阶系统的超调量σ%和调节时间ts都会降低。

图5-56 高阶系统σ%、ts 与γ的关系
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5.6.3 L(ω)高频段特性与系统抗高频干扰能力的关系

L(ω)的高频段特性是由小时间常数的环节构成的,其转折频率均远离截止频率ωc,

所以对系统的动态性能影响不大。但是,从系统抗干扰的角度出发,研究高频段的特性

是具有实际意义的,现说明如下。
对于单位反馈系统,开环频率特性G(jω)和闭环频率特性Φ(jω)的关系为

Φ(jω)=
G(jω)
1+G(jω)

在高频段,一般有20lg|G(jω)|≪0,即|G(jω)|≪1。故由上式可得

|Φ(jω)|= |G(jω)|
|1+G(jω)|≈|

G(jω)|

即在高频段,闭环幅频特性近似等于开环幅频特性。
因此,L(ω)高频段特性的幅值,直接反映出系统对输入端高频信号的抑制能力,高

频段的分贝值越低,说明系统对高频信号的衰减作用越大,即系统的抗高频干扰能力

越强。
综上所述,希望的开环对数幅频特性应具有如下特点。
(1)

 

如果要求具有一阶或二阶无差度(即系统在阶跃或斜坡作用下无稳态误差),则

L(ω)特性的低频段应具有-20dB/dec或-40dB/dec的斜率。为保证系统的稳态精度,
低频段应有较高的分贝值。

(2)
 

L(ω)特性应以-20dB/dec的斜率穿过零分贝线,且具有一定的中频段宽度。
这样,系统就有足够的稳定裕度,保证闭环系统具有较好的平稳性。

(3)
 

L(ω)特性应具有较高的截止频率ωc,以提高闭环系统的快速性。
(4)

 

L(ω)特性的高频段应尽可能低,以增强系统的抗高频干扰能力。
三频段理论并没有提供校正系统的具体方法,但它为如何设计一个具有满意性能的

闭环系统指出了原则和方向。

5.7 闭环频率特性曲线的绘制

反馈控制系统的性能,除了用其开环频率特性来估算外,也可以根据闭环频率特性

来分析。确定闭环频率特性有不同方法,下面仅讨论通过系统的开环频率特性来求闭环

频率特性的图解法。

5.7.1 用向量法求闭环频率特性

对于单位反馈系统,如果以幅值和相角形式表示开环频率特性

G(jω)=A(ω)ejφ(ω)

则闭环频率特性可以表示为

Φ(jω)=
G(jω)
1+G(jω)=

M(ω)ejα(ω)

MOOC视频

课程视频
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其中,闭环频率特性的幅值和相角可以分别表示为

M(ω)=
G(jω)
1+G(jω)= 1+

1
A2(ω)

+
2cosφ(ω)

A(ω)  
1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

-1
(5-83)

α(ω)=∠
G(jω)
1+G(jω)=

arctan
sinφ(ω)

cosφ(ω)+A(ω)
(5-84)

图5-57 开环频率特性与闭环频率

特性的向量关系

  在G 平面上,系统开环频率特性可用向量表示,
如图5-57所示。当频率ω=ω1 时,向量 OA→ 表示

G(jω1)。向量PA→ 表示1+G(jω1)。因此,闭环频率

特性Φ(jω1)可由两个向量之比求得

Φ(jω1)=
OA→

PA→

即有

M(ω1)=
OA→

PA→

α(ω1)=∠OA→-∠PA→=φ-θ
可见,只要给出系统的开环幅相特性G(jω),就可在ω=0~∞的范围内采用图解计算法

逐点求出系统的闭环频率特性。用这种方法求闭环频率特性,几何意义清晰,容易理解,
但过程比较麻烦。

5.7.2 尼柯尔斯图

用开环频率特性求系统的闭环频率特性时,需要准确绘制出系统的开环幅相特性曲

线G(jω),这样做一般比较麻烦,因此希望通过开环对数频率特性来求闭环频率特性。
为查对方便和互相换算,将式(5-83)和式(5-84)的关系在对数幅相平面上绘制成标准图

线,这就是尼柯尔斯图,如图5-58所示。
尼柯尔斯图由两簇曲线组成。一簇是对应于闭环频率特性的幅值为定值(20lgM)时

的曲线;
 

另一簇则是对应于闭环频率特性的相角为定值(α)时的曲线。尼柯尔斯图是在

对数幅相坐标中绘出的,其横坐标是开环频率特性的相角φ(ω),单位是(°);
 

纵坐标是开

环对数频率特性的幅值L(ω),单位是dB。尼柯尔斯图左右对称于-180°线。每隔360°,
等幅值图线和等相角图线重复一次。

考虑到工程上常常要对L(ω)=0以及φ(ω)=-180°附近的频率特性进行研究,
图5-58绘出了相角在-180°~0°的尼柯尔斯图。为了使用方便,等幅值曲线上的对应值

用分贝表示,而等相角曲线的对应值仍用度表示。
使用尼柯尔斯图求闭环频率特性时,需首先绘制系统的开环对数幅相特性曲线。然

后,将所得的开环对数幅相特性曲线以相同的比例尺覆盖在尼柯尔斯图上,从对数幅相

特性曲线与尼柯尔斯图上的等幅值曲线、等相角曲线的交点,可读得各个频率下闭环频

率特性的对数幅值和相角值。
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图5-58 尼柯尔斯图

5.8 利用闭环频率特性分析系统的性能

5.8.1 闭环频率特性的几个特征量

利用闭环频率特性也可以间接反映出系统的性能。典型的闭环幅频特性可用以下

几个特征量来描述。
(1)

 

零频值M(0):
 

ω=0时的闭环幅频特性值,也就是闭环系统的增益,或者说是系

统单位阶跃响应的稳态值。如果M(0)=1(如图5-59所示),则意味着当阶跃函数作用

课程视频
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图5-59 典型的闭环幅频特性曲线

于系统时,系统响应的稳态值与输入值一致,
即此时系统的稳态误差为0。所以 M(0)直接

反映了系统在阶跃作用下的稳态精度。M(0)
值越接近1,系统的稳态精度越高。

(2)
 

谐振峰值 Mr:
 

闭环频率特性的最大

值Mmax与零频值M(0)之比,即 Mr=Mmax/

M(0)。Mr值大,表明系统对某个频率的正弦

输入信号反映强烈,有振荡的趋向。这意味着

系统的相对稳定性较差,系统的阶跃响应会有较大的超调量。
(3)

 

谐振频率ωr:
 

指出现谐振峰值Mr时的角频率。
(4)

 

带宽频率ωb:
 

闭环幅频特性M(ω)降低到其零频值的70.7%时所对应的频率。

通常把[0,ωb]对应的频率范围称为通频带或频带宽度(简称带宽)。控制系统的带宽反

映系统静态噪声滤波特性,同时带宽也用于衡量瞬态响应的特性。带宽大,高频信号分

量容易通过系统达到输出端,系统上升时间就短;
 

相反,闭环带宽小,系统时间响应慢,快
速性就差。

5.8.2 闭环频域指标与时域指标的关系

用闭环频率特性分析、设计系统时,通常以谐振峰值Mr和频带宽度ωb(或谐振频率

ωr)这些特征量作为依据,这就是闭环频域指标。Mr,ωb 与时域指标σ%,ts之间亦存在

密切关系,这种关系在二阶系统中是准确的,在高阶系统中则是近似的。

1.
 

二阶系统

典型二阶系统的闭环传递函数为

Φ(s)=
ω2n

s2+2ζωns+ω2n
(5-85)

  1)
 

Mr与σ%的关系

由二阶振荡环节幅相特性的讨论可知,典型二阶系统的谐振频率ωr 和谐振峰值

Mr为

ωr=ωn 1-2ζ2 0≤ζ≤0.707 (5-86)

Mr=
1

2ζ 1-ζ2
 0≤ζ≤0.707 (5-87)

  将式(5-87)所描述的Mr与ζ的函数关系一并绘于图5-52中,得 Mr=f(ζ)。曲线

表明,Mr越小,系统的阻尼性能越好。若 Mr值较高,则系统的动态过程超调量大,收敛

慢,平稳性和快速性都较差。从图5-52还可看出,Mr=1.2~1.5时,对应的σ%=20%~
30%,这时的动态过程有适度的振荡,平稳性及快速性均较好。控制工程中常以 Mr=
1.3作为系统设计的依据。若Mr过大(如 Mr>2),则闭环系统阶跃响应的超调量会大



201  

于40%。

2)
 

Mr、ωb与ts的关系

根据通频带的定义,在带宽频率ωb处,典型二阶系统闭环频率特性的幅值为

M(ωb)=
ω2n

(ω2n-ω2b)
2+(2ζωnωb)

2
=0.707

由此解出带宽ωb与ωn、ζ的关系为

ωb=ωn 1-2ζ2+ 2-4ζ2+4ζ4 (5-88)
从时域分析可知系统的调节时间如式(5-70)所示。现将式(5-70)、式(5-79)相乘,得

ωbts=
3.5
ζ

1-2ζ2+ 2-4ζ2+4ζ4 (5-89)

将式(5-89)与式(5-87)联系起来,可求得ωbts 与 Mr的函数关系,并绘成曲线如图5-60
所示。

图5-60 二阶系统ωbts 与Mr 的关系曲线

由图可见,对于给定的谐振峰值 Mr,调节时间ts与带宽ωb 成反比,频带宽度越宽,
则调节时间越短。

2.
 

高阶系统

对于高阶系统,时域指标与闭环频率特性的特征量之间没有确切关系。但是,若高

阶系统存在一对共轭复数主导极点,则可用二阶系统所建立的关系来近似表示。至于一

般的高阶系统,常用下面两个经验公式估算系统的动态指标:

σ%=[0.16+0.4(Mr-1)]×100% 1≤Mr≤1.8 (5-90)

ts=
π
ωc
[2+1.5(Mr-1)+2.5(Mr-1)

2]

=
1.6π
ωb

[2+1.5(Mr-1)+2.5(Mr-1)
2] 1≤Mr≤1.8 (5-91)
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实际上,高阶系统特征量谐振峰值 Mr、带宽频率ωb 与开环频率特性中的相角裕度γ(γ
不太大时)、截止频率ωc之间存在如下近似关系:

 

ωb=1.6ωc

Mr≈
1
sinγ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-92)

所以,式(5-90)、式(5-91)与式(5-81)、式(5-82)本质上是一致的。
式(5-90)、式(5-91)的函数关系如图5-61所示。由图可以看出,高阶系统的超调量

σ%随Mr的增大而增大。系统的调节时间ts亦随着Mr的增大而增大,但随着ωc的增

大而减小。

图5-61 高阶系统σ%、ts 与Mr 的关系曲线

例5-16 设单位反馈系统的开环频率特性为

G(jω)=
1

jω(jω+1)(0.5jω+1)
 

  (1)
 

绘制开环对数频率特性曲线,求系统的ωc、γ,并由此估算σ%、ts。
(2)

 

试用尼柯尔斯图求系统的Mr、ωr、ωb,估算σ%、ts。
(3)

 

绘制系统的闭环对数频率特性曲线。
解 (1)

 

绘制开环对数频率特性曲线如图5-62所示。令|G(jω)|=1,可解(或由图

读)出ωc=0.751,γ=180°+φ(ωc)=33°。
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图5-62 
 

开环对数频率特性曲线

查图5-56可得

σ% ≈50%

ts≈
15
ωc

=
15
0.751=20

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  (2)
 

在开环对数频率特性曲线上取点标在尼柯尔斯图上,如图5-63所示。读出相应

的闭环频率特征参数。与G(jω)相切的等M 线读数为5,因此有

Mr=5dB=1.78
 
ωr=0.824 

G(jω)在ω=1.26处与-3dB等M 线相交,因此有

ωb=1.26
由式(5-90)、式(5-91),得

σ%=[0.16+0.4(1.78-1)]×100=47.2%

ts=
1.6π
1.26

[2+1.5(1.78-1)+2.5(1.78-1)2]=18.7

由式(5-92),得

ωb=1.6ωc=1.6×0.751=1.2

Mr≈
1
sinγ=

1
sin33°=1.836

可见估算结果与实际值ωb=1.26、Mr=1.78是比较接近的。
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图5-63 
 

对数幅相特性曲线

(3)
 

将对数幅相特性曲线上各点对应的闭环 M 值、α 值描在半对数坐标纸上,可以

得到相应的闭环对数频率特性曲线,如图5-64
 

所示。

图5-64 闭环对数频率特性曲线

5.9 频率法串联校正

在第3章已经讲述了反馈校正和复合校正方法,本节介绍基于频率法的串联校正

方法。
将校正装置放在前向通道中,使之与系统被控对象等固有部分相串联,这种校正方

法称为串联校正,如图5-65所示。图中Gc(s)是校正装置的传递函数。
串联校正根据所用校正装置的频率特性不同,分为串联超前、串联滞后和串联滞后-



205  

图5-65 系统串联校正方法

超前校正三种方式。频率法串联校正的实质是利

用校正装置改变系统的开环对数频率特性,使之符

合三频段的要求,从而达到改善系统性能的目的。

5.9.1 相角超前校正

1.
 

超前网络特性

图5-66是RC 超前网络的电路图,如果输入信号源的内阻为零,负载阻抗为无穷大,
则其传递函数可写为

图5-66 超前校正网络

Gc0(s)=
1
a
·aTs+1

Ts+1

式中,a=
R1+R2

R2
>1,T=

R1R2
R1+R2

C。

可见,若将无源超前网络接入系统,系统的开环增益会降

到原来的1/a。为补偿超前网络造成的增益衰减,需要另外

串联一个放大器或将原放大器的放大倍数提高a 倍。增益

补偿后的网络传递函数为

Gc(s)=aGc0(s)=
aTs+1
Ts+1

(5-93)

画出超前网络Gc(s)的对数频率特性曲线,如图5-67(a)所示。可见,该校正装置的相角

总是超前的,故称为相角超前网络。
超前网络Gc(s)的相频特性为

φc(ω)=arctanaTω-arctanTω=arctan
(a-1)Tω
1+a(Tω)2

(5-94)

将式(5-94)对ω 求导并令其为零,可求出最大超前角频率

ωm=
1

T a

 

(5-95)

图5-67 无源超前网络特性曲线

MOOC视频
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显然,ωm 位于Lc(ω)两转折频率1/aT 和1/T
的几何中心。将ωm 代入式(5-94),可求出最大

超前角

  φm=arctan
a-1
2a

=arcsin
a-1
a+1

 (5-96)

式(5-96)表明,最大超前角φm 仅与a 有关。a
值选得越大,获得的φm 越大,但同时高频段也抬

得越高。为使系统具有较高的信噪比,实际选用

的a 值一般不超过20。此外,由图5-67(a)可以看出,ωm 处的对数幅频值为

Lc(ωm)=20lg|aGc(jωm)|=10lga (5-97)

  φm 和10lga 随a 变化的关系曲线如图5-67(b)所示。可见,一级超前网络能提供的

最大超前角不超过60°。
由式(5-96)可推出

a=
1+sinφm

1-sinφm

(5-98)

利用式(5-98)可以根据所需的φm 确定满足条件的a。
超前校正装置对控制系统会产生两方面的有利影响:

 

一是相角超前,即适当选择校

正装置参数,使最大超前角频率ωm 置于校正后系统的截止频率ωc处,就可以有效增加

系统的相角裕度,提高系统的相对稳定性。二是幅值增加,即将校正装置的对数幅频特

性叠加到原系统开环对数幅频特性上,会使系统的截止频率ωc右移(增大),有利于提高

系统响应的快速性。
附录B中给出了常用无源和有源校正网络的电路图传递函数及对数幅频特性曲线,

供设计者选用。

2.
 

相角超前校正过程

超前网络的特性是相角超前,幅值增加。串联超前校正的实质是将超前网络的最大

超前角补在校正后系统开环频率特性的截止频率处,提高校正后系统的相角裕度和截止

频率,从而改善系统的动态性能。
假设未校正系统的开环传递函数为G0(s),系统给定的稳态误差、截止频率、相角裕

度和幅值裕度指标分别为e*ss、ω
*
c 、γ

* 和h*。设计超前校正装置的一般步骤可归纳

如下。
(1)

 

根据给定的稳态误差e*ss 要求,确定系统的开环增益K。
(2)

 

根据已确定的开环增益 K,绘出未校正系统的对数幅频特性曲线,并求出截止

频率ωc0 和相角裕度γ0。当ωc0<ω
*
c ,γ0<γ

*时,首先考虑用超前校正。

(3)
 

根据给定的相角裕度γ*,计算校正装置所应提供的最大相角超前量φm,即

φm=γ-γ0+(5°~15°) (5-99)
式中,预加的5°~15°是为了补偿因校正后截止频率增大导致的、校正前系统相角裕度的

损失量。若未校正系统的对数幅频特性在截止频率处的斜率为-40dB/dec并不再向下

课程视频
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转折,可以取5°~8°;
 

若该频段斜率从-40dB/dec继续转折为-60dB/dec,甚至更小,则
补偿角应适当取大些。注意,如果φm>60°,则用一级超前校正不能达到要求的γ*

指标。
(4)

 

根据所确定的最大超前相角φm,按式(5-89)求出相应的a 值,即

a=
1+sinφm

1-sinφm

  (5)
 

选定校正后系统的截止频率。
在-10lga 处作水平线,与L0(ω)相交于A'点,交点频率设为ωA'。取校正后系统的

截止频率为

ωc=max{ωA',ω
*
c } (5-100)

  (6)
 

确定校正装置的传递函数。
在选好的ωc处作垂直线,与L0(ω)交于A点;

 

确定A点关于0dB线的镜像点B,过
点B作+20dB/dec直线,与0dB线交于C点,对应频率为ωC;

 

在CB延长线上定D点,

使
ωD
ωc
=
ωc
ωC
,在D点将曲线改平,则对应超前校正装置的传递函数为

Gc(s)=

s
ωC

+1

s
ωD

+1
(5-101)

  (7)
 

验算。
写出校正后系统的开环传递函数

G(s)=Gc(s)G0(s)
验算是否满足设计条件

ωc≥ω*
c , γ≥γ*, h≥h*

若不满足则返回(3),适当增加相角补偿量,重新设计直到满足要求。当调整相角补偿量

不能达到设计指标时,应改变校正方案,可尝试使用滞后-超前校正。
以下举例说明超前校正的具体过程。
例5-17 设单位反馈系统的开环传递函数为

G0(s)=
K

s(s+1)
试设计校正装置Gc(s),使校正后系统满足如下指标。

(1)
 

当r=t时,稳态误差e*ss≤0.1。

(2)
 

开环系统截止频率ω*
c ≥6rad/s。

(3)
 

相角裕度r*≥60°。
(4)

 

幅值裕度h*≥10dB。
解 ①

 

根据稳态精度要求e*ss=1/K≤0.1,可得K≥10,取K=10。

②
 

绘制未校正系统的对数幅频特性曲线如图5-68中L0(ω)所示。可确定未校正系
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统的截止频率和相角裕度:
 

ωc0=3.16<ω*
c =6

γ0=180°-90°-arctan3.16=17.5°<γ* =60°
可采用超前校正。

图5-68 频率法超前校正过程

③
 

所需提供的相角最大超前量为

φm=γ* -γ0+5°=60°-17.5°+5°=47.5°

  ④
 

超前网络参数 a=
1+sinφm

1-sinφm
=7, 10lga=8.5dB

⑤
 

在-10lga 处作水平线,与L0(ω)相交于A'点;
 

设交点频率为ωA',由40lg(ωA'/

ωc0)=8.5可得ωA'=ωc010
8.5
40=5.16<ω*

c =6,所以选截止频率为

ωc=max{ωA',ω
*
c }=ω*

c =6
这样可以同时兼顾ω*

c 和γ*两项指标,避免不必要的重复设计。

⑥
 

在ωc=6处作垂直线,与L0(ω)交于A点,确定其关于0dB线的镜像点B,如图5-68
所示;

 

过点B作+20dB/dec直线,与0dB线交于C点,对应频率为ωC;
 

在CB延长线上

定D点,使
ωD
ωc
=
ωc
ωC
,则C点频率

ωC=
ω2c0
ωc

=
3.162

6 =1.667

D点频率

ωD=
ω2c
ωC

=
62

1.667=21.6

初步确定校正装置传递函数为
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Gc(s)=

s
ωC

+1

s
ωD

+1
=

s
1.667+1

s
21.6+1

  ⑦
 

验算指标。校正后系统的开环传递函数为

G*(s)=Gc(s)G0(s)=
10 s
1.667+1  

s(s+1)
s
21.6+1  

校正后系统的截止频率为

ωc=ω*
c =6rad/s

相角裕度为

γ* =180°+∠G*(jωc)=180°+arctan
6

1.667-90°-arctan6-arctan
6
21.6

=180°+74.5°-90°-80.5°-15.5°=68.47°>60°
幅值裕度:

 

h*→∞>10dB
满足设计要求。

图5-68中绘出了校正装置以及校正前后系统的开环对数幅频特性。可见校正前L0(ω)

曲线以-40dB/dec斜率穿过0dB线,相角裕度不足,校正后L*(ω)曲线则以-20dB/dec
斜率穿过0dB线,并且在ωc=6附近保持了较宽的频段,相角裕度有了明显的增加。

超前校正利用了超前网络相角超前、幅值增加的特性,校正后可以使系统的截止频

率ωc、相角裕度γ 均有所改善,从而有效改善系统的动态性能。然而,超前校正同时使

L*(ω)的高频段抬高,相应使校正后系统抗高频干扰的能力有所下降,这是不利的一面。

5.9.2 相角滞后校正

1.
 

滞后网络特性

  无源滞后网络的电路图如图5-69(a)所示,如果输入信号源的内阻为零,负载阻抗为

无穷大,则其传递函数为

Gc(s)=
1+bTs
1+Ts

(5-102)

其中,b=
R2

R1+R2
<1;

 

T=(R1+R2)C。

滞后网络的对数频率特性如图5-69(b)所示。由图可见,滞后校正装置是一种低通

滤波器,由于其φc(ω)总是滞后的,故称相角滞后校正装置。
与超前校正装置类似,滞后校正装置的最大滞后角发生在1/T 和1/(bT)的几何中

心ωm=1/(T b)处,计算最大滞后角φm 的公式是

φm=arcsin
1-b
1+b

(5-103)

MOOC视频
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图5-69 无源滞后网络及其特性

图5-69(b)还表明,滞后网络对低频有用信号不产生衰减,而对高频信号有削弱作用,b值

越小,这种作用越强。
采用滞后校正装置进行串联校正时,主要是利用其高频幅值衰减特性,力求避免最

大滞后角发生在校正后系统的截止频率ωc附近。因此,选择滞后校正装置参数时,通常

使校正装置的第二个转折频率1/(bT)远小于ωc,一般取

1
bT =

ωc
10

(5-104)

此时,滞后网络在ωc处产生的相角滞后量按下式确定:
 

φc(ωc)=arctanbTωc-arctanTωc
由两角和的三角函数公式,得

tanφc(ωc)=
bTωc-Tωc
1+bT2(ωc)

2

代入式(5-104)及b<1的关系,上式可化简为

φc(ωc)≈arctan[0.1(b-1)] (5-105)

φc(ωc)和20lgb随b变化的关系曲线如图5-70所示。由图5-70可见,只要使滞后网络的

第二个转折频率离开校正后截止频率ωc有10倍频(b=0.1),则滞后网络对校正后系统

相角裕度造成的影响不会超过-6°。

图5-70 滞后网络关系曲线(1/(bT)=0.1ω″c)
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滞后校正装置本身对系统的相角没有贡献,但利用其幅值衰减特性,可以挖掘原系

统自身的相角储备量,提高系统的稳定裕度;
 

同时由于压低了高频段,相应提高了校正后

系统的抗高频干扰能力。

2.
 

相角滞后校正过程

滞后校正的实质是利用滞后网络幅值衰减特性,将系统的中频段压低,使校正后系

统的截止频率减小,挖掘系统自身的相角储备来满足校正后系统的相角裕度要求。
设计滞后校正装置的一般步骤可以归纳如下。
假设未校正系统的开环传递函数为G0(ω)。系统设计指标为e*ss、ω

*
c 、γ

*、h*。
(1)

 

根据给定的稳态误差或静态误差系数要求,确定开环增益K。
(2)

 

根据确定的K 值绘制未校正系统的对数幅频特性曲线L0(ω),确定其截止频率

ωc0 和相角裕度γ0。
(3)

 

判别是否适合采用滞后校正。

若
ωc0>ω

*
c

γ0<γ
* ,并且在ω*

c 处满足

γ0(ω
*
c )=180°+∠G0(jω

*
c )≥γ* +6° (5-106)

则可以采用滞后校正。否则用滞后校正不能达到设计要求,建议试用滞后-超前校正。
(4)

 

确定校正后系统的截止频率ωc。

确定满足条件γ0(ωc1)=γ
*+6°的频率ωc1。根据情况选择ωc,使ωc满足ω*

c ≤ωc≤
ωc1(建议取ωc=ωc1,以使校正装置容易实现)。

(5)
 

设计滞后校正装置的传递函数Gc(s)。
在选定的校正后系统截止频率ωc处作垂直线交L(ωc)于A点,确定A关于0dB线

的镜像点B,过B点作水平线,在ωC=0.1ωc处确定C点,过该点作斜率为-20dB/dec
的直线交0dB于点D,对应频率为ωD,则校正后系统的传递函数可写为

Gc(s)=

s
ωC

+1

s
ωD

+1
(5-107)

  (6)
 

验算。
写出校正后系统的开环传递函数G(s)=Gc(s)G0(s),验算相角裕度γ 和幅值裕度

h 是否满足

课程视频
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γ=180°+∠G(ωc)≥γ*

 
h≥h* (5-108)

否则返回(4)重新进行设计。
以下举例说明滞后校正的具体过程。
例5-18 设单位反馈系统的开环传递函数为

G0(s)=
K

s(0.1s+1)(0.2s+1)
试设计校正装置Gc(s),使校正后系统满足如下指标。

①
 

速度误差系数K*
V=30。

②
 

开环系统截止频率ω*
c ≥2.3rad/s。

③
 

相角裕度γ*≥40°。

④
 

幅值裕度h*≥10dB。
解 ①

 

由设计要求取K=K*
V=30。

②
 

作出未校正系统的开环对数幅频特性曲线L0(ω),如图5-71所示。设未校正系

统的截止频率为ωc0,则应有

|G(ωc0)|≈
30

ωc0
ωc0
10

ωc0
5

≈1

图5-71 频率法滞后校正过程

可解出未校正系统的截止频率

ωc0=11.45>ω*
c =2.3

未校正系统的相角裕度

γ0=180°+∠G0(jωc0)=90°-arctan0.1ωc0-arctan0.2ωc0

=90°-48.9°-66.4°=-25.28°≪γ*

=40°
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  ③
 

显然,用一级超前校正达不到γ*的要求。在ω*
c 处,系统自身的相角储备量

γ0(ω
*
c )=180°+∠G0(jω

*
c )=52.345°>γ* +6°=46°

所以可采用滞后校正。
④

 

为了不用画出准确的对数相频曲线φ0(ω)而找出满足条件

γ0(ωc1)=γ* +6°=46°
的频率ωc1,采用试探法。在ω=3处

γ0(3)=180°+∠G0(j3)=42.337°
在ω=2.6处

γ0(2.6)=180°+∠G0(j2.6)=47.951°
  利用已得到的3组试探值,画出γ0(ω)在ωc 附近较准确的局部(比例放大)图,如
图5-71中γ0(ω)所示。在γ0(ω)=γ

*+6°=46°处反查出对应的频率ωc1=2.7,则可确

定校正后系统截止频率的取值范围

2.3=ω*
c ≤ωc≤ωc1=2.7

  ⑤
 

取ωc=2.7,在ωc处作垂直线交L0(ω)于A点,确定A关于0dB线的镜像点B;
 

过B点作水平线,在ωC=0.1ωc处确定C点;
 

过点C作斜率为-20dB/dec的直线交0dB
于点D,对应频率为ωD,则C点频率

ωC=0.1ωc=0.1×2.7=0.27
D点频率

30
2.7=

ωC
ωD
 ⇒ ωD=

0.27×2.7
30 =0.0243

所以校正装置传递函数为

Gc(s)=

s
ωC

+1

s
ωD

+1
=

s
0.27+1

s
0.0243+1

  ⑥
 

验算指标。校正后系统的开环传递函数为

G(s)=Gc(s)G0(s)=
30 s
0.27+1  

s(0.1s+1)(0.2s+1)
s

0.0243+1  
校正后系统指标如下:

 

K=30= K*
V

ωc=2.7>ω*
c =2.3

γ* =180°+∠G(jωc)

=180°+arctan
2.7
0.27-90°-arctan(0.1×2.7)-

 arctan(0.2×2.7)-arctan
2.7
0.0243

=41.3°>40°
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求出相角交界频率ωg=6.8,校正后系统的幅值裕度

h=-20lg|G*(ωg)|=10.5dB>h*

设计指标全部满足。
图5-71中画出了校正装置以及校正前后系统的对数幅频特性曲线。校正前L0(ω)

以-60dB/dec的斜率穿过0dB线,系统不稳定;
 

校正后L*(ω)则以-20dB/dec的斜率

穿过0dB线,γ 明显增加,系统相对稳定性得到显著改善;
 

然而校正后ωc 比校正前ωc0
降低。所以,滞后校正以牺牲截止频率换取了相角裕度的提高。另外,由于滞后网络幅

值衰减,使校正后系统L*(ω)曲线高频段降低,抗高频干扰能力提高。
滞后校正有另一种用法,就是在保持原系统中频段形状不变的前提下,适当抬高低

频段,这样可以基本保持原系统的动态性能,同时改善系统的稳态性能。

5.9.3 滞后-超前校正

1.
 

滞后-超前校正网络特性

  滞后-超前网络的电路图如图5-72(a)所示,其传递函数

Gc(s)=
(R1C1s+1)(R2C2s+1)

R1R2C1C2s
2+(R1C1+R1C2+R2C2)s+1

(5-109)

若使

aT1=R1C1, bT2=R2C2, ab=1,

R1C1+R1C2+R2C2=T1+T2, T1<T2
则有T1T2=R1R2C1C2。滞后-超前校正装置的传递函数表示为

Gc(s)=
bT2s+1
T2s+1  aT1s+1

T1s+1  (5-110)

当a>1,b<1时,上式右端第一项起滞后校正装置的作用,第二项起超前校正装置的作

用。滞后-超前网络的对数频率特性如图5-72(b)所示。可以看出,在超前部分的几何中

点频率ωm=
1

aT1
处,校正装置的相角是超前的,幅值是衰减的。若将ωm 设置在校正后

系统的截止频率处,则既可以利用校正装置的最大超前角,又可以挖掘原系统的一部分

相角储备量。

图5-72 无源滞后-超前网络及其特性

MOOC视频

MOOC视频

课程视频
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2.
 

串联滞后-超前校正

滞后-超前校正的实质是综合利用超前网络的相角超前特性和滞后网络幅值衰减特

性来改善系统的性能。假设未校正系统的开环传递函数为G0(ω)。给定系统指标为

e*ss、ω
*
c 、γ

*、h*。可以按照以下步骤设计滞后-超前校正装置。

(1)
 

根据系统的稳态误差e*ss 要求确定系统开环增益K。
 

(2)
 

计算未校正系统的频率指标,决定应采用的校正方式。
 

由K 绘制未校正系统的开环对数幅频特性L0(ω),确定校正前系统的ωc0 和γ0。

当γ0<γ
*,用超前校正所需要的最大超前角φm>60°;

 

而用滞后校正在ω*
c 处系统又没

有足够的相角储备量,即
γ0(ω

*
c )=180°+∠G0(ω

*
0 )<γ* +6°

因而分别用超前、滞后校正均不能达到目的时,可以考虑用滞后-超前校正。
(3)

 

校正设计。
选择校正后系统的截止频率ωc=ω

*
c ,计算ωc处系统需要的最大超前角

φm(ωc)=γ* -γ0(ωc)+6° (5-111)
其中,6°是为了补偿校正网络滞后部分造成的相角损失而预置的。计算超前部分参数

a=
1+sinφm

1-sinφm

  在ωc处作一垂线,与L0(ω)交于点A,确定A关于0dB线的镜像点B。

以点B为中心作斜率为+20dB/dec线,分别与过ω= aωc和ω=ωc/a的两条垂

直线交于点C和点D(对应频率ωC= aωc,ωD=ωc/a)。
从点C向右作水平线,从点D向左作水平线。
在过点D的水平线上确定ωE=0.1ωc的点E;

 

过点E作斜率为-20dB/dec的直线

交0dB线于点F,相应频率为ωF,则滞后-超前校正装置的传递函数为

Gc(s)=

s
ωE

+1

s
ωF

+1

s
ωD

+1

s
ωC

+1
(5-112)

  (4)
 

验算。
写出校正后系统的开环传递函数

G(s)=Gc(s)G0(s)

计算校正后系统的γ 和h,若γ≥γ*,h≥h*,则结束,否则返回(3)调整参数重新设计。
下面举例说明滞后-超前校正的具体过程。
例5-19 设单位反馈系统的开环传递函数为

G(s)=
K

s s
10+1  s

60+1  
试设计校正装置Gc(s),使校正后系统满足如下指标。
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(1)
 

当r(t)=t时,稳态误差e*ss≤1/126。

(2)
 

开环系统截止频率ω*
c ≥20rad/s。

(3)
 

相角裕度γ*≥35°。
解 ①

 

由稳态误差要求,得K≥126,取K=126。

②
 

绘制未校正系统的开环对数幅频曲线如图5-73中L0(ω)所示。确定截止频率和

相角裕度

ωc0= 10×126=35.5

γ0=90°-arctan
35.5
10 -arctan

35.5
60 =90°-74.3°-30.6°=-14.9°

原系统不稳定;
 

原开环系统在ω*
c =20处相角储备量γc(ω

*
c )=8.13°。该系统单独用超

前或滞后校正都难以达到目标,所以确定采用滞后-超前校正。

图5-73 串联滞后-超前校正过程

③
 

选择校正后系统的截止频率ωc=ω
*
c =20,超前部分应提供的最大超前角为

φm=γ* -γc(ω
*
c )+6°=35°-8.13°+6°=32.87°

则 a=
1+sinφm

1-sinφm
=3.4, a= 3.4=1.85

在ωc=20处作垂线,与L0(ω)交于点A,确定点A关于0dB线的镜像点B;
 

以点B
为中心作斜率为+20dB/dec的直线,分别与过ω= aωc=37,ω=ωc/a=10.81两条垂

直线交于点C和点D,则C点频率

ωC= aω*
c =1.85×20=37rad/s

D点频率

ωD=
ω*2
c

ωC
=
400
37=10.81

从点C向右作水平射线,从点D向左作水平射线,在过点D的水平线上确定ωE=0.1ωc的

点E;
 

过点E作斜率为-20dB/dec的直线交0dB线于点F,相应频率为ωF,则E点频率
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ωE=0.1ω*
c =0.1×20=2

DC延长线与0dB线交点处的频率

ω0=
ω2c0
ωc

=
35.52

20 =63

F点频率

ωF=
ωDωE
ω0

=
10.81×2
63 =0.343

可写出校正装置传递函数 Gc(s)=

s
ωE
+1

s
ωF
+1

s
ωD
+1

s
ωC
+1
=

s
2+1  s

10.81+1  
s
0.343+1  s

37+1  
④

 

验算。校正后系统开环传递函数为

G(s)=Gc(s)G0(s)=
126s

2+1  s
10.81+1  

s s
10+1  s

60+1  s
0.343+1  s

37+1  
校正后系统的截止频率、相角裕度分别为

ωc=20=ω*
c

γ=180°+∠G(jωc)=36.6°>35°=γ*

设计要求全部满足。
图5-73中绘出了所设计的校正装置和校正前后系统的开环对数幅频特性,可以看出

滞后-超前校正是以ωc=ω
*
c 为基点,在利用原系统的相角储备的基础上,用超前网络的

超前角补偿不足部分,使校正后系统的相角裕度满足指标要求;
 

滞后部分的作用在于使

校正后系统开环增益不变,保证e*ss 指标满足要求。

5.9.4 串联PID校正

串联PID校正通常也称为PID(比例+积分+微分)控制,它利用系统误差、误差的

微分和积分信号构成控制规律,对被控对象进行调节,具有实现方便、成本低、效果好、适
用范围广等优点,因而在实际工程控制中得到了广泛的应用。PID控制采用不同的组

合,可以实现PD、PI和PID不同的校正方式。

1.
 

比例-微分(PD)控制

比例-微分控制器的传递函数为

Gc(s)=KP+KDs=KP(1+TDs) (5-113)
式中,TD=KD/KP。Gc(s)的Bode图见表5-4。显然,PD校正是相角超前校正。由于

微分控制反映误差信号的变化趋势,具有“预测”能力。因此,它能在误差信号变化之前

给出校正信号,防止系统出现过大的偏离和振荡,因而可以有效地改善系统的动态性能。
另外,比例微分校正抬高了高频段,使得系统抗高频干扰能力下降。

2.
 

比例-积分(PI)控制

比例-积分控制器的传递函数为

课程视频
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Gc(s)=KP+
KI
s =KP 1+

1
TIs  (5-114)

式中,TI=KP/KI。Gc(s)的Bode图见表5-4。PI控制引入了积分环节,使系统型别增

加一级,因而可以有效改善系统的稳态精度。同时,PI控制器是相角滞后环节,它会损失

相角裕度,降低系统的相对稳定度。另外,PI控制器是低通滤波器,能提高系统抗高频干

扰的能力。

表5-4 PID控制器特性

控制器 传递函数Gc(s) Bode图

PD控制器
Gc(s)=KP+KDs

=KP(1+TDs)

PI控制器
Gc(s)=KP+

KI
s

=KP 1+
1

TIs  

PID控制器

Gc(s)=KP+
KI
s +KDs

=KP 1+TDs+
1

TIs  

=KI·

s
ω1

+1  s
ω2

+1  
s
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3.
 

比例-积分-微分(PID)控制

PID控制器的传递函数为

Gc(s)=KP+
KI
s +KDs=KP 1+

1
TIs

+TDs  =KI

1
ω1

s+1  1
ω2

s+1  
s

(5-115)
其中,ω1ω2=KI/KD,ω1+ω2=KP/KD。当KP、KI、KD 均大于0且K2

P-4KIKD>0
时,ω1、ω2 均为正实数。Gc(jω)对应的Bode图见表5-4。从Bode图可以看出,PID控制

有滞后-超前校正的功效,在低频段起积分作用,可以改善系统的稳态性能;
 

在中高频段

则起微分作用,可以改善系统的动态性能。

PD、PI和PID校正分别可以看成超前、滞后和滞后-超前校正的特殊情况,所以PID
控制器的设计完全可以利用频率校正方法进行。

例5-20 某单位反馈系统的开环传递函数为

G0(s)=
K

(s+1)
s
5+1  s

30+1  
试设计PID控制器,使系统的稳态速度误差essv≤0.1,超调量σ%≤20%,调节时间ts≤0.5s。

解 由稳态速度误差要求可知,校正后的系统必须是Ⅰ型的,并且开环增益应该是

K =1/essv=10
为了在频域中进行校正,将时域指标化为频域指标。查图5-56,有

σ% ≤20%
 
ts≤0.5s  ⇒ 

γ* ≥67°
 
ω*
c =6.8/ts=6.8/0.5=13.6rad/s 

为校正方便起见,将K=10放在校正装置中考虑,绘制未校正系统开环增益为1时的对

数幅频特性L0(ω),如图5-74所示。

图5-74 PID串联校正
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  取校正后系统的截止频率ωc=15,在ωc处作垂线与L0(ω)交于点A,找到点A关

于0dB线的镜像点B,过点B 作斜率为+20dB/dec的直线。微分(超前)部分应提供的

超前角为

φm=γ* -γ(ωc)+6°=67°+4.3°+6°=77.3°≈78°
在斜率为+20dB/dec的直线上确定点D(对应频率ωD),使arctan(ωc/ωD)=78°,得

ωD=ωc/tan78°=3.2
在点D向左引水平线。

根据稳态误差要求,绘制低频段渐近线,即过点(ω=1,20lg10),斜率为-20dB/dec。
低频段渐近线与经点D的水平线相交于点C(对应频率ωC=0.96)。因此可以写出PID
控制器的传递函数

Gc(s)=
10(s+1)

s
3.2+1  

s =
10(0.3125s2+1.3125s+1)

s
以下进行验算。校正后系统的开环传递函数为

G(s)=Gc(s)G0(s)=
10 s
3.2+1  

s s
5+1  s

30+1  
校正后系统的截止频率ωc=15>13.6=ω

*
c ,校正后系统的相角裕度

γ=180°+∠G(jωc)

=180°+arctan
15
3.2-90°-arctan

15
5-arctan

15
30=69.8°>67°=γ*

查图5-56将设计好的频域指标转换成时域指标,有

γ=69.8°
 
ωc=15rad/s  ⇒ 

σ%=19% <20%
 
ts=6.7/ωc=6.7/15=0.45<0.5s 

系统指标完全满足。
在实际工程中,PID校正装置的选择及参数的确定还可以通过系统实验来确定。
应当注意,以上所述的各种频率校正方法原则上仅适用于单位反馈的最小相角系

统。因为只有这样才能仅根据开环对数幅频特性来确定闭环系统的传递函数。对于非

单位反馈系统,可以在原系统输入信号口附加 H(s)环节,将系统转换为单位反馈系统

(如图5-75所示)来设计。

图5-75 将非单位反馈系统转换为单位反馈系统
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对非最小相角系统,则应将L(ω)、φ(ω)同时画出来,综合考虑进行校正。
应当指出,串联频率校正方法是一种折中方法。因而对系统性能的改善是有条件

的,不能保证经频域校正后任何系统都能满足指标要求。当用频域校正达不到要求时,
可以采用综合方法(如与前馈校正、反馈校正相结合)或采用现代控制理论设计方法。

应当指出,校正设计的结果是不唯一的,达到给定性能指标,所采用的校正方式和校

正装置的具体形式可以不止一种,具有较大的灵活性。因此设计过程中,往往要运用基

本概念,在估算的基础上,经过若干次试凑来达到设计目的,这其中实践经验往往起着重

要的作用。另外,在设计过程中借助于仿真手段会带来许多方便。
不同的控制系统对性能指标要求也不同,如恒值控制系统对稳定性和稳态精度要

求严格,而随动系统则对快速性期望较高。在制定指标时,一方面要做到有所侧重,另
一方面还要切合实际,只要能够达到系统正常工作的要求即可,不应追求不切实际的

高指标。

5.10 工程领域的控制问题示例———基于频域法的飞机俯仰控制

本节将从频域的角度对飞机的俯仰控制问题进行讨论分析,仍然从改善飞机的俯仰

操纵性能和俯仰姿态控制性能两方面进行分析。
例5-21 飞机俯仰角速率对升降舵的传递函数同例3-24,采用图5-76所示的俯仰角

速率反馈来改善飞机的俯仰操纵性能,已知Kt=0.617,计算系统的带宽频率、截止频率

和相角裕度。

图5-76 控制系统结构图

解 校正后的开环传递函数为

G(s)=
0.617·5(s+0.8)

s2+2s+4
绘制其渐近的对数幅频特性曲线如图5-77中虚线所示,
采用计算机绘制其对数幅频与相频特性曲线如图5-78中

实线所示。
近似计算截止频率:

 

0.617·

ωc
0.8
ωc0
2  2

=1, 
 

ωc0=3.085

  计算相角裕度:
 

G
~(s)=

0.617·5(s+0.8)
(s+p1)(s+p2)

, p1=1+ 3j, p2=1- 3j

γ0=180°+∠(0.8+jωc0)-∠(jωc0+p1)-∠(jωc0+p2)=123.66°
计算机求得的精确截止频率ωc0=3.57,相角裕度γ0=116.61°。

根据例4-15的讨论可知,当 Kt=0.617时,闭环系统为临界阻尼二阶系统,此时

图5-76所示系统的闭环传递函数为
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图5-77 对数幅频特性曲线和对数相频特性曲线

图5-78 闭环幅频特性曲线

Φ(s)=-
5(s+0.8)
(s+2.54)2

  幅频特性:
 

Φ(jω)=
5(jω+0.8)
(jω+2.54)2

=
5 ω2+0.82

ω2+2.542
 

  相频特性:
 

∠Φ(jω)=arctan
ω
0.8-2arctan

ω
2.54

  闭环传递函数中的负号是舵面极性定义引入的,在计算相角时不考虑该负号的
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影响。
绘制闭环幅频特性曲线、相频特性曲线分别如图5-78和图5-79所示。系统的零频

值为0.62,根据带宽的定义:
 

Φ(jωd)=0.62×0.707
  解得 ωd=10.85

图5-79 闭环相频特性曲线

这意味着飞行员须以不高于10.85rad/s的角频率对该飞机的操纵杆进行操作。若

大于该值,飞机的俯仰角速率响应将无法有效跟踪输入指令,呈现较大的幅值衰减和相

位滞后,甚至会产生驾驶员诱发振荡等不良后果。例如,给予Fes=sin(20t)的操纵指令,
俯仰角速率的响应曲线如图5-80所示,此时正弦响应稳态分量的幅值为输入的0.236
倍,相位差-77.8°。

图5-80 俯仰角速率正弦响应曲线

%例5-21程序

clc
clear

 

warning
 

off;
%对数幅频和相频率曲线计算机绘制程序

m=0.617*5*[1
 

0.8];
n=

 

[1
 

2
 

4];
G0=tf(m,n);
figure(1);
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bode(G0);
[Gm,Pm,Wcg,Wcp]=margin(G0)
xlabel('\omega')
grid

 

on
%---- 渐近对数幅频特性曲线绘制----
figure(2);
w=10e-2:0.1:100;
[x,y]=bd_asymp(G0,w);
semilogx(x,y);
grid

 

on
xlabel('\omega(rad/s)')
ylabel('\itL(\omega)/dB')
%渐近对数幅频曲线绘制程序

function[wpos,ypos]=bd_asymp(G,w)
G1=zpk(G);
wpos=[];
pos1=[];

 

if
 

nargin==1,w=freqint2(G);
end
zer=G1.z{1};

 

pol=G1.p{1};
gain=G1.k;
for

 

i=1:length(zer);
  if

 

isreal(zer(i))
    wpos=[wpos,abs(zer(i))];
    pos1=[pos1,20];
  else
    if

 

imag(zer(i))0
      wpos=[wpos,abs(zer(i))];
      pos1=[pos1,40];
    end
  end
end
for

 

i=1:length(pol);
  if

 

isreal(pol(i))
  wpos=[wpos,abs(pol(i))];
  pos1=[pos1,-20];
  else
    if

 

imag(pol(i))0
      wpos=[wpos,abs(pol(i))];
      pos1=[pos1,-40];
    end
  end
end
wpos=[wpos

 

w(1)
 

w(length(w))];
pos1=[pos1,0,0];
[wpos,ii]=sort(wpos);
pos1=pos1(ii);
ii=find(abs(wpos)eps);

 

kslp=0;
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w_start=1000*eps;
if

 

length(ii)0
  kslp=sum(pos1(ii));
  ii=(ii(length(ii))+1):length(wpos);
  wpos=wpos(ii);
  pos1=pos1(ii);
end
while

 

1
  [ypos1,pp]=bode(G,w_start);
  if

 

isinf(ypos1),w_start=w_start*10;
  else

 

break;
  end
end
wpos=[w_start

 

wpos];
ypos(1)=20*log10(ypos1);
pos1=[kslp

 

pos1];
for

 

i=2:length(wpos)
  kslp=sum(pos1(1:i-1));
  ypos(i)=ypos(i-1)+kslp*log10(wpos(i)/wpos(i-1));
end
ii=find(wpos =w(1)&wpos =w(length(w)));
wpos=wpos(ii);
ypos=ypos(ii);

例5-22 飞机俯仰角速率对升降舵的传递函数同例3-24,在例5-21的基础上采用比

例+微分校正装置来改善飞机纵向的操纵性能,如图5-81所示,已知 KP=1,KD=
1
4
,

Kt=0.617,计算校正后系统的带宽频率、截止频率和相角裕度。

图5-81 控制系统结构图

解 校正后的开环传递函数为

G(s)=-
0.617· s

4+1  s
0.8+1  

s
2  2+

s
2+1

=-
0.771·(s+4)(s+0.8)
(s+p1)(s+p2)

绘制其渐近的对数幅频特性曲线如图5-82(虚线)所示,采用计算机绘制其对数幅频特性

曲线和对数相频特性曲线如图5-82(实线)所示。
近似计算截止频率:

 

0.771·

ωc
0.8
ωc
2  2

=1, ωc0=3.855

  计算相角裕度:
 

γ=180°+∠(0.8+jωc0)+∠(2+jωc0)-∠(jωc0+p1)-∠(jωc0+p2)

=157.59°
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图5-82 对数幅频特性曲线和对数相频特性曲线

由计算结果可知,相对于例5-21,采用比例+微分控制增加了系统的截止频率和相角

裕度。
计算系统的闭环传递函数:

 

Φ(s)=-
5(s+0.8)

s
4+1  

s2+2s+4+0.617·5(s+0.8)
s
4+1  

  绘制闭环幅频特性曲线、相频特性曲线分别如图5-83和图5-84所示。系统的零频

值为0.618,根据带宽的定义:
 

Φ(jωd)=0.618×0.707
解得ωd=41.5(rad/s)

图5-83 闭环幅频特性曲线 图5-84 闭环相频特性曲线
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给予Fes=sin(20t)的驾驶杆操纵指令,俯仰角速率的响应曲线如图5-85所示,与
图5-80对比可知,系统带宽频率的增大显著改善了飞机的频率响应特性。

图5-85 俯仰角速率正弦响应曲线

%例5-22程序

clc
clear

 

warning
 

off;
m=0.617*5*[1

 

0.8];
n=

 

[1
 

2
 

4];
G0=tf(m,n);
figure(1);
w=10e-2:0.1:100;
[x,y]=bd_asymp(G0,w);
hold

 

on;
semilogx(x,y);
grid

 

on
xlabel('\omega(rad/s)')
ylabel('\itL(\omega)/dB')
hold

 

on
bode(G0);
[Gm,Pm,Wcg,Wcp]=margin(G0)
xlabel('\omega')
grid

 

on

m=[1.25
 

6
 

4];
n

 

=[1.7713 5.7020 6.4680];
Gb=tf(m,n)
w=10e-2:0.1:100;
[mag,

 

phase]
 

=
 

bode(Gb,
 

w);
mag

 

=
 

squeeze(mag);
phase

 

=
 

squeeze(phase);
figure(3)

 

plot(w,
 

mag);
 

grid
 

on;
xlabel('\it

 

\omega\rm/(rad/s)');
ylabel('\it|\phi(j\omega)|');
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figure(4)
plot(w,

 

phase);
grid

 

on;
xlabel('\it

 

\omega\rm/(rad/s)');
ylabel('\it

 

\angle\phi(j\omega)');

例5-23 飞机俯仰角速率与升降舵的传递函数同例3-24,现采用图5-86所示结构对

飞机俯仰角进行控制,参数Kt=0.617,采用频域校正方法设计校正环节Gc(s),使得校

正后的截止频率ωc=10,γ≥60°。

图5-86 飞机俯仰角控制结构图

解

(1)
 

分析:
 

根据例3-25的讨论可知,当Kt=0.617时,
 

图5-86所示的系统开环传递

函数处于临界阻尼状态,写出开环传递函数为

G(s)=
5(s+0.8)

s(s+2.54)2
=
0.62 s

0.8+1  
s s
2.54+1  2

绘制其渐近对数幅频特性曲线和相频特性曲线如图5-87所示。

图5-87 对数幅频特性曲线和对数相频特性曲线
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计算校正前系统的截止频率:
 

0.62
ωc0

=1, ωc0=0.62

  计算校正前系统的相角裕度:
 

γ0=180°+∠(0.8+jωc0)-2∠(jωc0+2.54)-90°=100.34°
  国军标GJB2874-97《电传操纵系统飞机的飞行品质》规范指出:

 

对飞机俯仰操纵的

开环俯仰姿态反应,其频宽在急剧飞行阶段的一级品质范围为6.5~11rad/s。考虑到系

统的截止频率较小,相角裕度过大,因此可采用如下校正思路,使得校正后的截止频率指

标ω*
c =10。
①

 

提高开环增益,增加截止频率、改善快速性,并提高稳态精度。
②

 

在1~10rad/s频带,校正前系统相角衰减较快,可引入超前校正环节补偿截止频

率增加所造成的相角裕度损失。
基于上述分析定出校正装置的传递函数:

 

Gc(s)=
KP

s
ωD

+1  
s
ωE

+1  
  (2)

 

校正:
 

增加开环增益KP 或采用超前校正均可以提高截止频率。KP 过大会导

致较大纵向过载,因而自动飞控系统的参数KP 一般设置在1附近。考虑到系统为Ⅰ型

系统,对于阶跃响应的稳态精度较好,为方便与例4-16根轨迹校正方法结果对比,仍然选

择KP=1.27,以G'(s)为校正前的开环传递进行频域校正,绘制其渐近对数幅频特性曲

线如图5-88所示。

G'(s)=
1.27×0.62

s
0.8+1  

s s
2.54+1  2

图5-88 KP=1.27时的开环对数幅频特性曲线

  采用超前校正提高截止频率,过ωc=10作垂线,交于A点,确定A点关于0dB线的

对称点B;
 

过B点作斜率为20dB/dec的直线,交0dB线于D点。
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A点的对数幅频值:
 

20log
1.27×0.62 100.8  
10 10
2.54  2  =-23.94dB

B点的对数幅频值:
 

23.94dB

D点的频率值:
 23.94
log10-logωD

=20,ωD=0.635

求E点的频率值:
 

与相角裕度指标有关,首先计算出ωc=10处的相角储备裕度γ'0:
 

γ'0=180°+∠(0.8+j10)-2∠(j10+2.54)-90°=23.92°

Δγ=60°-γ'0+5~10°≈45°

arctan
ωc
ωD  -arctanωc

ωE  =Δγ, ωE=11.355

  确定校正装置的传递函数:
 

Gc(s)=
1.27 s

0.635+1  
s

11.355+1  
  (3)

 

验算指标:
 

校正后系统的开环传递函数

G*(s)=
1.27×0.62

s
0.635+1  s

0.8+1  
s s
2.54+1  2 s

11.355+1  
  校正后的截止频率:

 

ωc=ω
*
c =10

校正后的相角裕度:
 

γ=180°+∠(0.635+jωc)+∠(0.8+jωc)-2∠(jωc+2.54)-
 ∠(jωc+11.355)-90°

=68.9°>60°
  满足设计要求。

绘制校正后俯仰角控制系统的阶跃响应曲线(θcmd=5°)和频域响应曲线(θcmd=1°·

sin(10.85t))如图5-89、图5-90所示。阶跃响应表明:
 

两种方法的时域指标:
 

调节时间、
超调量相当;

 

超前校正阶跃响应的延迟时间优于比例控制。频域响应结果表明:
 

采用超

前校正方法针对频域指标要求设计的俯仰角控制系统具有更优的闭环响应性能,而比例

控制频域响应的幅值衰减量和相角滞后量较大,这是因为超前校正方法在该例中提供了

更大的闭环带宽频率;
 

事实上采用比例控制和超前校正时,所得的闭环传递函数分别为

采用比例控制的闭环传递函数:
 

Φ1(s)=
6.35s+5.08

s3+5.08s2+12.80s+5.08

采用超前校正的闭环传递函数:
 

Φ2(s)=
113.5s2+162.94s+57.68

s4+16.44s3+177.69s2+236.20s+57.68
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图5-89 阶跃响应曲线

图5-90 闭环频域响应曲线

绘制二者的对数幅频和相频响应曲线如图5-91所示,超前校正的闭环系统具有更大

的带宽频率,因而能够跟踪更高角频率的输入信号。

图5-91 闭环系统的对数幅频和相频响应曲线
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5.11 小结

1.
 

本章内容提要

频率特性是线性定常系统在正弦信号作用下,稳态输出与输入的复数之比对频率的

函数关系。频率特性是传递函数的一种特殊形式,将系统(或环节)传递函数中的复数s
换成纯虚数jω,即可得出系统(或环节)的频率特性。

频率特性图形因其采用的坐标不同而分为幅相特性(Nyquist图)、对数频率特性

(Bode图)和对数幅相特性(Nichols图)等形式。各种形式之间是互通的,每种形式有其

特定的适用场合。开环幅相特性在分析闭环系统的稳定性时比较直观,理论分析时经常

采用;
 

Bode图在分析系统参数变化对系统性能的影响以及运用频率法校正时很方便,实

际工程应用十分广泛;
 

由开环频率特性获取闭环频率特征量时,用对数幅相特性最直接。

绘制开环频率特性(主要指幅相特性和对数频率特性)是进行频域法分析、校正的基础,

必须熟练掌握绘制方法,熟悉不同特性曲线间的对应关系。

奈奎斯特稳定判据是频率法的重要理论基础。利用奈氏稳定判据,除了可判断闭环

系统的稳定性外,还可引出相角裕度和幅值裕度的概念,对于多数工程系统而言,可以用

相角裕度和幅值裕度描述系统的相对稳定性。

对于单位反馈的最小相角系统,根据开环对数幅频特性L(ω)可以确定闭环系统的

性能。可将L(ω)划分为低、中、高三个频段,L(ω)低频段的渐近线斜率和高度分别反映

系统的型别(v)和开环增益,因而低频段集中体现系统的稳态性能;
 

中频段反映系统的

截止频率和相角裕度,集中体现系统的动态性能;
 

高频段则体现系统抗高频干扰的能力。

三频段理论为设计系统指出了原则和方向。

开环频率特性指标(ωc、γ 和h)或闭环频率特性的某些特征量(ωb、ωr和 Mr)与系统

时域指标σ%,ts密切相关,这种关系对于二阶系统是准确的,而对于高阶系统则是近似

的,然而在工程设计中完全可以满足精度要求。利用这些关系可以估算闭环系统的时域

指标。

频率法串联校正有超前校正、滞后校正和滞后-超前校正三种形式。串联校正装置既

可用RC 无源网络来实现,又可用运算放大器组成的有源网络来实现。

超前校正利用超前网络的相角超前特性,将其最大超前角补在校正后系统的截止频

率处,同时提高相角裕度和截止频率,从而改善系统的动态性能。滞后校正利用滞后网

络的幅值衰减特性,通过压低未校正系统的截止频率,挖掘系统自身的相角储备,提高校

正后系统的相角裕度,以牺牲快速性来改善相对稳定性。滞后-超前校正则综合利用超

前、滞后网络的长处,具有较大的灵活性。PD、PI和PID校正则可视为超前、滞后和滞

后-超前校正的特例。

串联频率校正方法原则上只适用于单位反馈的最小相角系统。

课程视频

课程视频
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2.
 

知识脉络图

习题

5-1 试求图5-92(a)、(b)所示网络的频率特性。

5-2 某系统结构图如图5-93所示,试根据频率特性的物理意义,求下列输入信号作

用时,系统的稳态输出cs(t)和稳态误差es(t)。
(1)

 

r(t)=sin2t
(2)

 

r(t)=sin(t+30°)-2cos(2t-45°)
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图5-92 RC 网络 图5-93 系统结构图

5-3 若系统单位阶跃响应

h(t)=1-1.8e-4t+0.8e-9t t≥0
试求系统频率特性。

5-4 绘制下列传递函数的幅相曲线。
(1)

 

G(s)=K/s
(2)

 

G(s)=K/s2

(3)
 

G(s)=K/s3

5-5 已知系统开环传递函数

G(s)H(s)=
10

s(2s+1)(s2+0.5s+1)
试分别计算当

 

ω=0.5
 

和ω=2
 

时开环频率特性的幅值A(ω)和相角φ(ω)。

5-6 试绘制下列传递函数的幅相特性曲线。

(1)
 

G(s)=
5

(2s+1)(8s+1)

(2)
 

G(s)=
10(1+s)

s2

5-7 已知系统开环传递函数

G(s)=
K(-T2s+1)
s(T1s+1)

 K,T1,T2>0

当ω=1时,∠G(jω)=-180°,|G(jω)|=0.5;
 

当输入为单位速度信号时,系统的稳态误

差为
 

1,试写出系统开环频率特性表达式G(jω)。

5-8 已知系统开环传递函数

G(s)=
10

s(s+1)(s2+1)
试概略绘制系统开环幅相曲线。

5-9 绘制下列传递函数的渐近对数幅频特性曲线。

(1)
 

G(s)=
2

(2s+1)(8s+1)

(2)
 

G(s)=
200

s2(s+1)(10s+1)

(3)
 

G(s)=
40(s+0.5)

s(s+0.2)(s2+s+1)
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(4)
 

G(s)=
20(3s+1)

s2(6s+1)(s2+4s+25)(10s+1)

(5)
 

G(s)=
8(s+0.1)

s(s2+s+1)(s2+4s+25)

5-10 若传递函数

G(s)=
K
sv

 

G0(s)

式中,G0(s)为G(s)中,除比例和积分两种环节外的部分,试证

ω1=K
1
v

式中,ω1 为近似对数幅频特性曲线最左端直线(或其延长线)与零分贝线交点的频率,如
图5-94所示。

图5-94 题5-10图

5-11 最小相角系统传递函数的近似对数幅频特性曲线分别如图5-95所示。试分

别写出它们对应的传递函数。

图5-95 题5-11图

5-12 已知G1(s)、G2(s)和G3(s)均为最小相角传递函数,其近似对数幅频特性曲

线如图5-96所示。试概略绘制传递函数
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图5-96 题5-12图

G4(s)=
G1(s)G2(s)
1+G2(s)G3(s)

的对数幅频、对数相频和幅相特性曲线。

5-13 试根据奈氏判据,判断图5-97(1)~图5-97(10)
所示曲线对应闭环系统的稳定性。已知曲线(1)~(10)
对应的开环传递函数分别为(按自左至右顺序)。

(1)
 

G(s)=
K

(T1s+1)(T2s+1)(T3s+1)

(2)
 

G(s)=
K

s(T1s+1)(T2s+1)

(3)
 

G(s)=
K

s2(Ts+1)

(4)
 

G(s)=
K(T1s+1)

s2(T2s+1)
 T1>T2

(5)
 

G(s)=
K
s3

(6)
 

G(s)=
K(T1s+1)(T2s+1)

s3

(7)
 

G(s)=
K(T5s+1)(T6s+1)

s(T1s+1)(T2s+1)(T3s+1)(T4s+1)

(8)
 

G(s)=
K

T1s-1
 K>1

(9)
 

G(s)=
K

T1s-1
 K<1

(10)
 

G(s)=
K

s(Ts-1)

图5-97 系统开环幅相特性曲线
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5-14 设开环幅相特性曲线如图5-98所示,其中,P 为开环传递函数在右半s平面

的极点数,v 为积分环节个数,试判别闭环系统的稳定性。

图5-98 题5-14图

5-15 已知系统开环传递函数,试根据奈氏判据,确定其闭环稳定的条件。

G(s)=
K

s(Ts+1)(s+1)
 K,T >0

  (1)
 

当T=2时,K 值的范围;
 

(2)
 

当K=10时,T 值的范围;
 

(3)
 

K、T 值的范围。
5-16 已知系统开环传递函数

G(s)=
10(s2-2s+5)
(s+2)(s-0.5)

 

试概略绘制幅相特性曲线,并根据奈氏判据判定闭环系统的稳定性。
5-17 某系统的结构图和开环幅相特性曲线如图5-99(a)、(b)所示。图中

G(s)=
1

s(1+s)2
, H(s)=

s3

(s+1)2

试判断闭环系统稳定性,并决定闭环特征方程正实部根个数。

图5-99 题5-17图

5-18 已知系统开环传递函数

G(s)=
10

s(0.2s2+0.8s-1)
试根据奈氏判据确定闭环系统的稳定性。

5-19 已知单位反馈系统的开环传递函数,试判断闭环系统的稳定性。

G(s)=
10

s(s+1)
s2

4+1  
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  5-20 已知反馈系统,其开环传递函数如下。

(1)
 

G(s)=
100

s(0.2s+1)

(2)
 

G(s)=
50

(0.2s+1)(s+2)(s+0.5)

(3)
 

G(s)=
10

s(0.1s+1)(0.25s+1)

(4)
 

G(s)=
100s

2+1  
s(s+1)s

10+1  s
20+1  

试用奈氏判据或对数稳定判据判断闭环系统的稳定性,并确定系统的相角裕度和幅值

裕度。

5-21 设单位反馈控制系统的开环传递函数

G(s)=
as+1
s2

试确定相角裕度为45°时的a 值。

5-22 在已知系统中

G(s)=
10

s(s-1)
, H(s)=1+Khs

试确定闭环系统临界稳定时的Kh。

5-23 若单位反馈系统的开环传递函数

G(s)=
Ke-0.8s

s+1
试确定使系统稳定的K 的临界值。

5-24 设单位反馈系统的开环传递函数

G(s)=
5s2e-τs

(s+1)4

试确定闭环系统稳定的延迟时间τ的范围。

5-25 某单位反馈系统的开环传递函数为G(s)=
10K1

s(0.1s+1)(s+1)
,当r(t)=10t

时,要求系统的速度稳态误差为0.2,试确定K1 并计算系统此时具有的相角裕度和幅值

裕度,说明系统能否达到精度要求。

5-26 某单位反馈的最小相角系统,其开环对数幅频特性如图5-100所示。要求:
(1)

 

写出系统开环传递函数;
 

(2)
 

利用相角裕度判断系统的稳定性;
 

(3)
 

将其对数幅频特性向右平移十倍频程,试讨论对系统性能的影响。

5-27 某单位反馈的最小相角系统,其开环对数幅频特性曲线如图5-101所示。
(1)

 

写出系统的开环传递函数G(s)。
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(2)
 

计算系统的截止频率ωc和相角裕度γ。
(3)

 

当输入信号r(t)=1+t/2时,计算系统的稳态误差。

图5-100 题5-26图 图5-101 开环对数幅频特性

5-28 对于典型二阶系统,已知参数ωn=3,ζ=0.7,试确定截止频率ωc 和相角裕

度γ。
5-29 对于典型二阶系统,已知σ%=15%,ts=3s,试计算截止频率ωc 和相角裕

度γ。
5-30 某单位反馈系统,其开环传递函数

G(s)=
16.7s

(0.8s+1)(0.25s+1)(0.0625s+1)
试应用尼柯尔斯图,绘制闭环系统对数幅频特性和相频特性曲线。

5-31 某控制系统结构图如图5-102所示,图中

G1(s)=
10(1+s)
1+8s

, G2(s)=
4.8

s1+
s
20  

试按以下数据估算系统时域指标σ%和ts。
(1)

 

γ 和ωc;
 

(2)
 

Mr和ωc;
 

(3)
 

闭环幅频特性曲线形状。

5-32 已知控制系统结构图如图5-103所示。当输入r(t)=2sint时,系统的稳态输

出cs(t)=4sin(t-45°)。试确定系统的参数ζ、ωn。

图5-102 题5-31图 图5-103 题5-32图

5-33 设单位反馈系统的开环传递函数G(s)=
K

s(s+0.2)
,试求使系统闭环幅频特

性谐振峰值Mr=1.5的截止频率ωc、K 值和系统的稳定裕度。
5-34 对于高阶系统,要求时域指标σ%=18%,ts=0.05s,试将其转换成开环频域

指标(ωc,γ)。
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图5-104 题5-35图

5-35 单位反馈系统的闭环对数幅频特性

曲线如图5-104所示。若要求系统具有30°的
相角裕度,试计算开环增益应增大的倍数。

5-36 设有单位反馈的火炮指挥仪伺服系

统,其开环传递函数为

G(s)=
K

s(0.2s+1)(0.5s+1)
若要求系统最大输出速度为2r/min,输出位置

的容许误差小于2°,试
(1)

 

确定满足上述指标的最小K 值,计算该K 值下系统的相角裕度和幅值裕度;
 

(2)
 

在前向通路中串接超前校正网络

Gc(s)=
0.4s+1
0.08s+1

计算校正后系统的相角裕度和幅值裕度,说明超前校正对系统动态性能的影响。

5-37 设单位反馈系统的开环传递函数

G(s)=
K

s(s+1)
试设计一串联超前校正装置,使系统满足如下指标

(1)
 

在单位斜坡输入下的稳态误差ess<1/15;
 

(2)
 

截止频率ωc≥7.5rad/s;
 

(3)
 

相角裕度γ≥45°。

5-38 设单位反馈系统的开环传递函数

G(s)=
K

s(s+1)(0.25s+1)
要求校正后系统的静态速度误差系数 Kv≥5rad/s,相角裕度γ≥45°。试设计串联滞后

校正装置。

5-39 已知单位反馈系统的开环传递函数G(s)=
0.5

s(s+1)(0.1s+1)
。给定指标为

开环增益K=10,超调量σ%≤25%,调节时间ts≤16.5s,试设计串联滞后校正装置。

5-40 已知单位反馈系统的开环传递函数G(s)=
Ke-0.005s

s(0.01s+1)(0.1s+1)
,要求系统

的相角裕度γ=45°,输入r(t)=t时的稳态误差ess=0.01。试确定串联校正装置的传递

函数。

5-41 设单位反馈系统的开环传递函数

G(s)=
K

s(s+1)(0.25s+1)
要求校正后系统的静态速度误差系数 Kv≥5rad/s,截止频率ωc≥2rad/s,相角裕度

γ≥45°,试设计串联校正装置。
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5-42 单位反馈系统,校正前系统的开环传递函数G0(s)=
2

s(0.5s+1)
,采用串联校

正后系统的对数幅频特性曲线如图5-105所示。
(1)

 

写出校正后系统的开环传递函数G(s);
 

(2)
 

确定校正装置的传递函数,说明所用的校正方式(超前/滞后/滞后-超前);
  

(3)
 

分别绘制校正装置以及校正前系统的对数幅频特性曲线;
 

(4)
 

利用三频段理论说明采用如上校正装置后对系统性能的影响。

图5-105 题5-42图

5-43 已知一单位反馈控制系统,其被控对象G0(s)和串联校正装置Gc(s)的对数

幅频特性曲线分别如图5-106(a)、图5-106(b)和图5-106(c)中L0 和Lc所示。要求:
 

(1)
 

写出校正后各系统的开环传递函数;
 

(2)
 

分析各Gc(s)对系统的作用,并比较其优缺点。

图5-106 题5-43图
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5-44 设单位反馈系统的开环传递函数

G(s)=
K

s(s+3)(s+9)

  (1)
 

如果要求系统在单位阶跃输入作用下的超调量σ%=20%,试确定K 值;
 

(2)
 

根据所求得的K 值,求出系统在单位阶跃输入作用下的调节时间ts,以及静态

速度误差系数Kv;
  

(3)
 

设计一串联校正装置,使系统的Kv≥20,σ%≤17%,ts减小到校正前系统调节

时间的一半以内。

5-45 图5-107所示为三种推荐的串联校正网络的对数幅频特性曲线,它们均由最

小相角环节组成。若原控制系统为单位反馈系统,其开环传递函数

G(s)=
400

s2(0.01s+1)
试问:

 

(1)
 

这些校正网络中,哪一种可使校正后系统的稳定程度最好?
(2)

 

为了将12Hz的正弦噪声削弱到原信号幅值的1/10左右,确定应当采用哪种校

正网络?

5-46 某系统的开环对数幅频特性曲线如图5-108所示,其中虚线表示校正前的,实
线表示校正后的要求:

(1)
 

确定所用的是何种串联校正方式,写出校正装置的传递函数Gc(s);
 

(2)
 

确定使校正后系统稳定的开环增益范围;
 

(3)
 

当开环增益K=1时,求校正后系统的相角裕度γ 和幅值裕度h。

图5-107 校正网络对数幅频特性曲线 图5-108 系统开环对数幅频特性曲线


