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内 容 简 介 
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前 言

时间序列分析是一种处理动态数据的统计方法. 它是基于随机过程理论和数理统计方法

而发展起来的, 是寻找动态数据的变化特征, 挖掘隐含信息, 建立拟合模型, 进而预测数据未

来发展的有力统计工具, 它广泛应用于经济、金融、气象、天文、物理、化学、生物、医学、质

量控制等社会科学、自然科学和生产实践的诸多领域, 已经成为许多行业常用的统计方法.

目前, 国内外有关时间序列分析的教材已有很多, 其中一些偏重于理论的讲述, 需要读者

具备比较深厚的概率论与数理统计基础, 主要阅读对象是精英型的统计学专业的学生; 另一

些则侧重于模型的应用, 不关注理论和技术细节的推导, 主要阅读对象是经管类专业的学生.

随着我国招生制度的变化和大数据产业的飞速发展, 大部分高校的统计学及其相关专业的培

养目标逐步转为复合应用型人才的培养, 强调培养具有数据分析能力的人才的重要性. 显然

那些过于偏重理论讲述和过于偏重模型应用的教材不能适应这一变化.

为适应培养要求的转变, 满足更多专业学生的学习需求, 本书在借鉴国内外相关优秀教

材的基础上, 着重突出三个特色. 第一是以精简、易懂、深入浅出的方式讲清楚基本概念、基

本理论和推导技巧, 着重阐释统计思想和数据处理方法. 同时, 加强实用性, 通过大量实例, 一

方面使得学习者深刻认识时间序列的基本概念、常用性质和基本理论; 另一方面也使得他们

尽快掌握时间序列数据分析的基本技能. 第二是本书全程使用 Python 语言进行实例分析, 并

且提供全部代码. Python 是一个结合了解释性、编译性、互动性和面向对象的高级程序设计

语言. 它以“优雅、明确、简单”为设计哲学, 用它编写的程序简单易懂、易于维护, 具有很强

的亲和力, 它免费开源, 具有很强的移植性、扩展性和嵌入性, 能够在各平台上顺利工作. 此

外, Python 拥有丰富的数据分析库, 可适用于各种数据问题的处理, 大大节省了编写底层代

码的时间. 尽管与 R 语言相比, Python 的统计模型没有那么多, 而且语法习惯相对不一致,

但是从其基本语法所产生的成千上万的模块使得它几乎可以做任何想做的事情. 因此, 近些

年 Python 积累了大量的用户, 并已逐渐成为数据科学领域使用最广泛的语言之一. 第三是本

书所使用的数据绝大多数是真实数据. 这些数据都可以在国家统计局网站、中国气象数据网

等网站下载. 通过对真实数据的分析, 学习者更能体会到基本理论、数据分析技能和数据分析

经验相结合的重要性. 同时, 也给初学者提供了大量免费获取数据资源和练习的机会. 读者可

在各章节相应的地方扫二维码获取这些数据资源.

本书以时间序列分析的理论和实例相结合的方式, 有侧重地介绍了以下内容. 第 1 章

概述时间序列的发展历程、时间序列的一些基本概念、数据建模的基本步骤和时间序列数

据的预处理. 第 2 章和第 3 章分别介绍平稳时间序列模型的概念、性质、建模和预测方法.



. II . 基于 Python 的时间序列分析

第 4 章介绍时间序列数据分解的思想以及常用的数据平滑方法. 第 5 章介绍非平稳时间序列

模型的概念、趋势的消除、ARIMA 模型的概念、性质、建模方法以及预测, 最后简单讨论了

残差自回归模型. 第 6 章介绍几类常见的季节模型以及它们的建模和预测方法. 第 7 章讨

论“伪回归”现象、单位根检验和协整. 第 8 章主要讲述 ARCH 模型和 GARCH 模型的概

念、估计和检验. 第 9 章介绍时间序列谱分析的一些基本知识, 包括谱表示、谱密度及其估

计. 第 10 章简要地介绍三种基于深度学习的时间序列预测方法, 主要包括基于多层感知机、

循环神经网络和卷积神经网络的预测. 此外, 本书还配备了一定数量的习题. 目的是希望通过

这些习题的演练, 使读者尽快掌握相应章节的基本理论和方法.

本书主要用作高等院校统计、经济、商科、工程以及定量社会科学等相关专业的高年级

本科生学习时间序列分析的教材或教学参考书, 也可作为硕士研究生使用 Python 语言学习

时间序列分析的入门书, 还可供相关技术人员进行时间序列数据处理时参考.

本书在写作过程中参考了国内外许多优秀的教材和论著, 在此向这些教材或著作的作者

表示感谢和敬意. 本书能够及时出版, 还要感谢清华大学出版社刘颖编审的大力支持和帮助.

本书内容在大连民族大学统计学专业讲授多次, 感谢同学们对课程内容的浓厚兴趣和热烈讨

论, 同时纠正了一些打印错误.

白晓东

2022 年 3 月
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第 1 章 引言及基础知识

第1章数据资源

学习目标与要求

1. 了解时间序列分析的发展简史．

2. 理解时间序列的有关基本概念和主要特征．

3. 理解时间序列分析的基本步骤．

4. 学会时间序列数据预处理的方法．

1.1 引言

时间序列分析在人类早期的生产实践和科学研究中发挥了重要作用. 例如, 7000 年前,

古埃及人为了发展农业, 把尼罗河涨落的情况逐天记录下来, 并进行了长期的观察. 他们发

现, 在天狼星第一次和太阳同时升起后的两百天左右尼罗河开始泛滥, 洪水持续七八十天, 此

后土地肥沃、适于农业种植. 由于掌握了尼罗河泛滥的规律, 古埃及的农业迅速发展, 从而创

造了古埃及灿烂的史前文明. 再如, 德国天文学家、药剂师 S. H. Schwabe (1789—1875) 从

1826 年至 1843 年, 在每一个晴天, 认真审视太阳表面, 并且记录下每一个黑点, 对这些记录

仔细研究后, 最终发现了太阳黑子活动有 11 年左右的周期性规律. 这一发现被视为天文学上

最重要的发现之一.

另外, 许多经济现象的发展都具有随时间演变的特征, 如宏观经济运行中的国内生产总值、

消费支出、货币供应量等; 又如, 微观经济运行中的企业产品价格、销售量、销售额、利润等量;

再如,金融市场中的股价指数、股票价格、成交量等变量的变化. 将这些变量依时间先后记录下

来并加以研究, 揭示其中隐含的经济规律, 预测未来经济行为, 已经成为经济研究的重要手段.

像上面这样按照时间的顺序把随机事件变化发展的过程记录下来就构成了一个时间序列,

对时间序列进行观察、研究, 找寻它变化发展的规律, 预测它将来的走势就是时间序列分析.

1.1.1 时间序列的定义

在统计研究中, 一般将按时间顺序排列的一组随机变量

X1, X2, · · · , Xt, · · · (1.1)
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称为一个时间序列 (time series), 简记为 {Xt, t ∈ T} 或 {Xt}. 用

x1, x2, · · · , xn (1.2)

或

{xt, t = 1, 2, · · · , n}

表示该随机序列的 n个有序观察值,称为序列长度为 n的观察值序列,有时也称观察值序列 (1.2)

为时间序列 (1.1) 的一个实现. 在上下文不引起歧义的情况下, 有时一个时间序列也记为 {xt}.
下面介绍一些时间序列的例子.

例 1.1 把我国 1953 年至 2020 年国内生产总值 (gross domestic product, GDP) 按照时
间顺序记录下来, 就构成了一个序列长度为 68 的国内生产总值观察值序列. 将数据按时间顺
序逐一罗列或绘表罗列, 一般不易观察, 为此通常绘制时序图来观察趋势, 所谓时序图是指横
轴表示时间, 纵轴表示时间序列的观察值而绘制的图. 借助 Python 绘图软件包可以绘制出
许多漂亮的统计图.

首先, 导入 os 模块, 并用该模块中的 chdir() 函数改变工作路径; 导入 numpy 和 pandas
包, 并分别简记为 np 和 pd, 需要指出的是, 本例中没有用到 numpy 包; 导入 warnings 包,
并忽略一些非必要警告信息.

import os; os.chdir("D:\\TSBOOKDATA\\Chap1") #改变工作目录

import numpy as np; import pandas as pd

import warnings; warnings.filterwarnings("ignore") #忽略警告信息

其次, 从绘图包 matplotlib 中导入模块 pyplot, 并简记为 plt. 具体语句如下:

%matplotlib inline #嵌入图形

from matplotlib import pyplot as plt

plt.rcParams[’axes.unicode_minus’]=False

plt.rcParams[’font.family’] = "simsun" #设置字体为 simsun

plt.style.use(’ggplot’) #设置背景样式

Matplotlib 是 Python 绘图的基石, 几乎所有与绘图有关的模块都会把它作为核心的底
层. 在此基础上还有 seaborn、bokeh 等模块, 可以绘制风格更美观的图. Plotly 模块主要通
过交互的方式来展现数据, 是绘图方面高级的模块. 读者可根据自身需要学习这些高级绘图
模块.

需要说明的是, 由于以上两组语句在本书中反复使用, 因此为节省篇幅, 在本书之后的例
子中, 我们总是将它们略去, 读者在运行程序时应该自行将它们加上. 这个说明也适用于其他
的包、模块和函数. 另外, 如果在导入包或函数时出错, 那么应考虑是否已经安装了相应的包.
在本书中, 程序工作路径都默认为“D:/TSBOOKDATA/Chapx”(x 为章数), 读者在运行程
序时应根据自己的实际情况, 进行修改.

再次, 读取数据, 并指定原数据的第一列作为显示索引, 然后作为 Series 赋值给 GDP. 具
体语句如下:
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GDP = pd.read_csv(’ChinaGDP.csv’,index_col=0,squeeze=True)

最后, 绘制时序图, 并将图像储存在当前目录下文件夹 fig 中, 储存格式为 png. 具体语句
如下, 运行结果见图 1.1.

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(GDP, marker="o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.set_ylabel(ylabel="国内生产总值(单位:亿元)", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_1.png’)

图 1.1 中国 1953 年至 2020 年年度国内生产总值的时序图

从图 1.1 中可以看出, 我国 GDP 从 1992 年开始大幅增长, 1998 年前后增长速度放缓,
而 2004 年之后, 除了 2009 年和 2020 年有小幅增速外, 几乎呈现直线型高速增长趋势.

为了更好地预测这种趋势, 我们关心的是相邻年度 GDP 的关联情况. 为此, 我们可以绘
制我国当年 GDP 与上一年 GDP 的散点图. 接上面程序, 我们用下列 Python 语句生成图
1.2. 需要指出的是, 用 plt.show() 语句展示图片后, 需用 plt.close() 结束展示, 否则, 会占用
内存资源. 在本书之后的绘图中, 为节省篇幅, 一般都会省去这两个函数, 读者在运行时, 要自
己加上. 从图 1.2 可以看出, 相邻年度 GDP 的关联基本呈线性.

GDPy = GDP[1::]; GDPx = GDP[:-1]

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.scatter(y=GDPy, x=GDPx, color=’b’, marker=’o’)

ax.set_ylabel(ylabel="当年 GDP", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="上一年 GDP", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_2.png’)

plt.show(); plt.close()
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图 1.2 中国当年 GDP 与上一年 GDP 的散点图

例 1.2 将美国艾奥瓦州杜比克 (Dubic) 市从 1964 年 1 月至 1976 年 1 月这 144 个月
的平均气温 (单位: 华氏度) 按时间顺序记录下来, 得到长度为 144 的观察值序列. 用下列
Python 语句生成图 1.3. 从图 1.3 可以看出, 这些观察值显示了很强的季节性趋势. 以后将会
通过构造季节指数的方式, 对这类数据建模.

Dubic = np.loadtxt("DubicCity.txt") #读入 .txt 格式数据

Index = pd.date_range(start="1964-01", end="1976-01", freq="M")

Dubic_ts = pd.Series(Dubic,index=Index) #建立时间序列

fig = plt.figure(figsize=(12,4),dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(Dubic_ts,marker="o",linestyle="-",color=’blue’)

ax.set_ylabel(ylabel="气温",fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份",fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_3.png’)

图 1.3 美国艾奥瓦州杜比克市月平均气温的时序图

例 1.3 将美国加利福尼亚州洛杉矶地区从 1880 年至 1995 年这 115 年来的年降水量记
录下来, 构成一个序列长度为 115 的观察值序列. 用下列 Python 语句生成时序图 1.4.
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LosAngeles = np.loadtxt("LosAngeles.txt")

LosTime = pd.date_range(start="1880", end="1995", freq="Y")

LosAngeles_ts = pd.Series(LosAngeles, index=LosTime)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(LosAngeles_ts, marker="o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.set_ylabel(ylabel="降水量 (单位: 英寸)", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_4.png’)

从图 1.4 中可以看出, 该地区降水量没有明显的趋势性. 接下来观察相邻年份的相关关
系. 由下列 Python 语句生成图 1.5. 从图 1.5 可以看出, 相邻各点没有明显的相关关系. 像这
种既无明显的趋势, 也无明显的相关关系的数据, 从统计建模和预测角度看没有研究的意义.

Losx = LosAngeles_ts[1::]; Losy = LosAngeles_ts[:-1]

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.scatter(y=Losy, x=Losx, color=’b’, marker=’o’)

ax.set_ylabel(ylabel="当年降水量 (单位:英寸)", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="上一年降水量 (单位:英寸)", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_5.png’)

图 1.4 洛杉矶年降水量的时序图

从上述例子可以看出, 时间序列 (有时简称时序) 中观察值的取值随着时间的变化而不
同, 反映了相关指标在不同时间进行观察所得到的结果. 这些观察值可以是一个时期内的数
据, 也可能是一个时间点上的数据, 通常存在前后时间上的相依性. 从整体上看, 时间序列往
往呈现某种趋势性或出现季节性变化的现象, 这种相依性就是系统的动态规律性, 也是进行
时间序列分析的基础. 总之, 我们进行时间序列研究的目的是想揭示随机时序 {Xt} 的性质,
而要实现这个目标就要分析它的观察值序列 {xt} 的性质, 由观察值序列的性质来建立恰当
的模型, 从而推断随机时序 {Xt} 的性质.
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图 1.5 洛杉矶当年降水量与上一年降水量的散点图

1.1.2 时间序列的分类

在现实中存在不同类别的时间序列. 根据所研究问题的不同, 可以对时间序列做如下不
同的分类.

1. 一元时间序列与多元时间序列

每个时间点只观察一个变量的时间序列称为一元时间序列. 如果每个时间点同时观察多
个变量的时间序列则称为多元时间序列. 多元时间序列不仅描述了各个变量的变化情况, 而
且还蕴含了各变量间的相互依存关系. 例如, 考查某国或某地区经济运行情况, 就需要同时观
察该国国内生产总值、消费支出、投资额、货币供应量等一系列指标, 既要分析每个指标的动
态变化情况, 还要分析各个指标之间的动态影响关系.

2. 连续时间序列与离散时间序列

时间序列是按照时间顺序记录的一系列观察值, 这种观察值可能是按连续的时间记录的,
也可能是按离散的时间点来记录的. 相应地, 通常把这两类序列分别称为连续时间序列和离
散时间序列. 例如, 例 1.1∼ 例 1.3 都是离散时间序列, 而利用脑电图记录仪记录大脑活动情
况则可视为连续时间序列. 对于连续时间序列, 可通过等间隔抽取样本使之转化为离散时间
序列加以研究. 一般地, 如果时间间隔足够小, 那么我们可以认为这种过程几乎不会损失原序
列的信息.

3. 平稳时间序列与非平稳时间序列

按时间序列的统计性质, 可将时间序列分为平稳时间序列和非平稳时间序列. 关于时间
序列的平稳性与非平稳性将在之后的学习中详细讨论.

此外, 还可以按照模型的表示形式分为线性时间序列和非线性时间序列, 等等.

1.1.3 时间序列分析的方法回顾

1. 描述性时间序列分析

早期的时间序列分析是通过直观的数据比较或绘图观测, 寻找序列中蕴含的发展规律,
这种分析方法就称为描述性时间序列分析. 该方法不采用复杂的模型和分析方法, 仅仅是按
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照时间顺序收集数据, 描述和呈现序列的波动, 常常能使人们发现意想不到的规律, 具有操作
简单、直观有效的特点. 人们在进行时间序列分析时, 往往首先进行描述性分析.

2. 统计时间序列分析

随着研究领域的不断拓展和深入, 单纯的描述性时间序列分析方法越来越显示出局限性.
在许多问题中, 随机变量的发展会表现出很强的随机性, 想通过对序列的简单观察和描述总
结出随机变量发展变化的规律, 并准确预测出它们将来的走势通常非常困难. 为了准确地估
计随机序列发展变化的规律, 从 20 世纪 20 年代开始, 学术界利用数理统计学原理分析时间
序列值内在的相关关系, 由此开辟了一门应用统计学科—— 时间序列分析.

从时间序列分析方法的发展历史来看, 其大致可分为两类：频域 (frequency domain)

分析方法和时域 (time domain) 分析方法.

频域分析方法也称为“频谱分析”或“谱分析”方法. 早期的频域分析方法假设任何一种
无趋势的时间序列都可以分解成若干不同频率的周期波动, 借助 Fourier 分析从频率的角度
揭示时间序列的规律. 20 世纪 60 年代, Burg 在分析地震信号时提出最大熵谱估计理论. 该理
论克服了传统谱分析所固有的分辨率不高和频率泄露等缺点, 使得谱分析进入一个新的阶段,
称为现代谱分析. 谱分析方法是一种非常有用的纵向数据分析方法, 目前已广泛应用于物理
学、天文学、海洋学、气候学、电力和通信工程等领域. 谱分析最大的缺点是, 需要较强的数
学基础才能熟练使用, 而且分析结果较为抽象, 难以解释.

时域分析方法的基本思想是事件的发展通常都具有一定的惯性, 这种惯性用统计学语言
来描述就是序列值之间存在一定的相关关系, 而且这种相关关系具有某种统计规律性. 我们
分析的重点就是从序列自相关的角度揭示时间序列的某种统计规律. 相对于谱分析方法, 它
具有理论基础扎实、操作步骤规范、分析结果易于解释等优点. 目前已经广泛应用于自然科
学和社会科学的各个领域, 成为时间序列分析的主流方法之一.

时域分析方法的起源可以追溯到 20 世纪 20 年代英国统计学家 G. U. Yule 在分析和预
测市场变化规律等问题中提出的自回归模型 (AR 模型). 同时, 英国科学家 G. T. Walker 爵
士在研究气象问题时得到著名的 Yule-Walker 方程. 这些开创性工作奠定了时域分析方法的
基础. 20 世纪 60 年代之后, 随着计算机技术和数据处理技术的迅速发展, 时间序列分析的理
论和应用得到迅猛发展. 1970 年, 统计学家 G. E. P. Box 和 G. M. Jenkins 在梳理、发展已
有研究成果的基础上, 共同撰写了 Time Series Analysis: Forecasting and Control 一书. 该
书系统地阐述了对求和自回归移动平均模型 (ARIMA 模型) 的识别、估计、检验和预测的原
理和方法. 这些方法已经成为经典的时域分析方法.

在此基础上, 人们不断拓展研究方法. 20 世纪 80 年代以来, 统计学家逐步转向多变量
场合、异方差场合和非线性场合的时间序列分析方法的研究, 并取得突破性的进展. 1982 年,
R. F. Engle 在研究英国通货膨胀率的建模问题时, 提出了自回归条件异方差模型 (ARCH 模
型). 而 Bollerslov 在 1985 年提出的广义自回归条件异方差模型 (GARCH 模型) 则进一步放
宽了自回归条件异方差模型的约束条件. 之后, Nelson 等又提出指数广义自回归条件异方差
模型 (EGARCH 模型)、方差无穷广义自回归条件异方差模型 (IGARCH 模型) 和依均值广
义自回归条件异方差模型 (GARCH-M 模型) 等限制条件更为宽松的异方差模型, 大大推广
和补充了自回归条件异方差模型. 它们比传统的方差齐性模型更准确地刻画了金融市场风险
的变化过程. R. F. Engle 因此获得 2003 年的诺贝尔经济学奖. 在多变量方面, C. Granger 于
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1987 年提出协整理论, 极大地促进了多变量时间序列分析方法的发展. C. Granger 也于 2003
年获得诺贝尔经济学奖. 在非线性场合, 各种新的模型纷纷被提出. Granger 和 Anderson 在
1978 年提出双线性模型；汤家豪于 1989 年提出门限自回归模型；Chen 和 Tasy 于 1993 年
提出非线性可加模型, 等等. 非线性模型是个异常广阔的研究领域, 在该领域中, 模型构造、
参数估计、参数检验等各方面都有大量的研究工作需要探究.

1.2 基本概念

在本节中, 我们介绍一些时间序列分析过程中的基本概念. 这些基本概念表明了本书中
所研究的时间序列的主要统计性质.

1.2.1 时间序列与随机过程

我们知道, 随机变量是分析随机现象的重要工具, 对于简单的随机现象, 用一个随机变量
就可以了, 如某时段内共享单车的使用量, 某时刻候车的人数, 等等. 而对于复杂的随机现象,
用一个随机变量描述就不够了, 需要用若干个随机变量来描述. 一般地, 将一族随机变量放在
一起就构成一个随机过程. 具体地, 有下面的定义: 我们将概率空间 ( Ω,F , P ) 上的一族随
机变量 {Xt, t ∈ T} 称为一个随机过程 (stochastic process) , 其中 t 是参数, 它属于某个
集合 T , 通常称 T 为参数集 (parameter set).

参数集 T 可以是离散集, 也可以是连续集. 若 T 为一连续集, 则 {Xt} 为一连续型随机
过程. 若 T 为离散集, 则称 {Xt} 为一离散型随机过程. 当参数集为某时间集合时, 则相应的
随机过程就是时间序列. 可见, 时间序列仅仅是随机过程的特殊情况, 因此随机过程的许多概
念和性质同样适用于时间序列.

1.2.2 概率分布族及其特征

由数理统计的知识可知, 分布函数能够完整地描述一个随机变量的统计性质. 同样, 要刻
画时间序列的统计特征, 就要探讨一列随机变量的统计分布.

设 {Xt, t ∈ T} 为一个随机过程, 对于任意一个 t ∈ T , Xt 是一个随机变量, 它的
分布函数 FXt

(x) 可以通过 FXt
(x) = P (Xt 6 x) 得到, 这一分布称为时间序列的一维

分布. 对于 t1, t2 ∈ T , 有两个随机变量 Xt1 , Xt2 与之对应, Xt1 , Xt2 的联合分布函数为

FXt1 ,Xt2
(x1, x2) = P (Xt1 6 x1, Xt2 6 x2), 称为时间序列的二维联合分布.

一般地, 任取正整数 n 以及 t1, t2, · · · , tn ∈ T , 则 n 维向量 (Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn
)T 的联合

分布函数为

FXt1 ,Xt2 ,··· ,Xtn
(x1, x2, · · · , xn) = P (Xt1 6 x1, Xt2 6 x2, · · · , Xtn

6 xn).
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这些有限维分布函数的全体

{FXt1 ,Xt2 ,··· ,Xtn
(x1, x2, · · · , xn),∀n ∈ Z+,∀t1, t2, · · · , tn ∈ T}

称为时间序列 {Xt, t ∈ T} 的有限维分布族.

理论上, 时间序列 {Xt, t ∈ T} 的所有统计性质都可通过有限维分布族推导出来, 但是在
实际应用中, 要想得到一个时间序列的有限维分布族几乎是不可能的, 而且有限维分布族在
使用中通常涉及非常复杂的数学运算, 因而一般情况下, 我们很少直接使用有限维分布族进
行时间序列的分析. 事实上, 在时间序列分析中, 更简单实用的方法是通过数字特征来研究其
统计规律. 常用的关于时间序列的数字特征有如下几种.

1. 均值函数

对时间序列 {Xt, t ∈ T} 来说, 任意时刻的序列值 Xt 都是一个随机变量. 假设它的分布
函数为 FXt(x), 那么当

µt = E(Xt) =
∫ +∞

−∞
xdFXt(x) < +∞

对于所有 t ∈ T 成立时, 我们称 µt 为时间序列 {Xt, t ∈ T} 的均值函数 (mean function).
它反应的是时间序列 {Xt, t ∈ T} 在各个时刻的平均取值水平.

2. 方差函数

当对于所有 t ∈ T ∫ +∞

−∞
x2dFXt(x) < +∞

成立时, 我们称

σ2
t = Var(Xt) = E(Xt − µt)2 =

∫ +∞

−∞
(x− µt)2dFXt(x)

为时间序列 {Xt, t ∈ T} 的方差函数 (variance function). 它反应了序列值围绕其均值做随
机波动时的平均波动程度.

3. 自协方差函数

类似于随机变量间的协方差, 在时间序列分析中, 我们可以定义自协方差函数 ( autoco-

variance function) 的概念. 对于时间序列 {Xt, t ∈ T}, 任取 t, s ∈ T , 我们称

γ(t, s) = Cov(Xt, Xs) = E[(Xt − µt)(Xs − µs)]

为序列 {Xt, t ∈ T} 的自协方差函数.

4. 自相关函数

同样地, 类似于随机变量间的相关系数, 我们可以定义时间序列的自相关函数 (auto-
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correlation function, ACF). 我们称

ρ(t, s) = Cor(Xt, Xs) =
γ(t, s)√

Var(Xt)
√

Var(Xs)

为序列 {Xt, t ∈ T} 的自相关函数. 时间序列的自协方差函数和自相关函数反应了不同时刻
的两个随机变量的相关程度.

5. 偏自相关函数

自相关函数虽然反应了时间序列 {Xt, t ∈ T} 在两个不同时刻 Xt 和 Xs 的相依程度,
但是这种相关包含了 Xs 通过 Xt 和 Xs 之间的其他变量 Xs+1, Xs+2, · · · , Xt−1 传递到对

Xt (s < t) 的影响, 也就是说自相关函数实际上掺杂了其他变量的影响. 为了剔除中间变量的
影响, 人们引入偏自相关函数 ( partial autocorrelation function, PACF) 的概念. 偏
自相关函数定义为

β(s, t) = Cor(Xt, Xs|Xs+1, · · · , Xt−1) =
Cov(Xt, Xs|Xs+1, · · · , Xt−1)√

Var(Xt)
√

Var(Xs)
, 0 < s < t.

一般来讲, 一个时间序列的上述数字特征与时间有关, 因而可看成关于时间的函数. 不同
类型时间序列的数字特征会随时间变化呈现不同的变化规律, 如有些时间序列的均值函数或
方差函数不随时间的变化而变化, 有些时间序列的自相关函数或偏自相关函数会出现随时间
推移而逐渐变小的规律, 等等. 在之后的章节中, 我们将详细讨论不同类型时间序列在数字特
征中表现出的差异.

1.2.3 平稳时间序列的定义

对时间序列进行统计推断时, 通常要对其做出某些简化的假设, 其中最重要的假设是平
稳性. 根据限制条件的严格程度, 时间序列的平稳性可分为严平稳和宽平稳两个层面.

1. 严平稳时间序列

严平稳是一种条件较为严格的平稳性定义, 它要求序列的所有有限维分布不随时间的推
移而发生变化, 从而序列的全部统计性质也不会随着时间的推移而发生变化. 具体地, 定义如
下：

设 {Xt, t ∈ T} 为一时间序列. 若对于任意正整数 n, 任取 t1, t2, · · · , tn ∈ T 以及任意正

数 h, 都有

FXt1+h,Xt2+h,··· ,Xtn+h
(x1, x2, · · · , xn) = FXt1 ,Xt2 ,··· ,Xtn

(x1, x2, · · · , xn),

则称时间序列 {Xt, t ∈ T} 为严平稳时间序列 (strictly stationary time series).

严平稳时间序列的定义所要求的条件过分严格. 实际中, 要想知道时间序列 {Xt, t ∈ T}
的有限维分布族是极其困难的事情, 而在此基础上判断一个时间序列是否属于严平稳则更难,
所幸时间序列的主要统计性质是由它的低阶矩决定的, 因此可以把严平稳的条件放宽, 仅仅
要求其数字特征不随时间发生变化, 这样就得到了宽平稳的概念.
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2. 宽平稳时间序列

一般地, 如果一个时间序列 {Xt, t ∈ T} 满足如下三个条件：
(1) 对于任意的 t ∈ T , 有 E(Xt) = µ, µ 为常数;

(2) 对于任意的 t ∈ T , 有 E(X2
t ) < +∞;

(3) 对于任意的 s, t, k ∈ T , 且 k + t− s ∈ T 有

γ(s, t) = γ(k, k + t− s), 0 < s < t.

则称 {Xt, t ∈ T} 为宽平稳时间序列 (weakly stationary time series). 宽平稳也称为弱平
稳或二阶矩平稳.

宽平稳的条件显然比严平稳的条件宽泛得多, 更具有可操作性, 它只要求二阶矩具有平
稳性, 二阶以上的矩没有做任何要求. 一般情况下, 宽平稳不一定是严平稳; 严平稳也不一定
是宽平稳, 如服从柯西分布的严平稳序列就不是宽平稳序列, 因为它不存在一、二阶矩, 所以
无法验证它二阶矩平稳. 不过, 存在二阶矩的严平稳序列一定是宽平稳的. 宽平稳一般推不出
严平稳, 但当序列服从多元正态分布时, 由宽平稳可以推出严平稳.

例 1.4 如果一个时间序列 {Xt, t ∈ T} 满足: 任取正整数 n 和任意的 t1, t2, · · · , tn ∈ T ,
相应的 n 维随机变量 Xn = (Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)T 服从 n 维正态分布, 密度函数为

fXn
(xn) = (2π)−

n
2 |Γn|− 1

2 exp
[
− 1

2
(xn − µn)TΓ−1

n (xn − µn)
]
,

其中, xn = (xt1 , xt2 , · · · , xtn
)T; µn = (µt1 , µt2 , · · · , µtn

)T; T 为向量或矩阵的转置符号; Γn

为协方差阵:

Γn =




γ(t1, t1) γ(t1, t2) · · · γ(t1, tn)

γ(t2, t1) γ(t2, t2) · · · γ(t2, tn)

...
...

...

γ(tn, t1) γ(tn, t2) · · · γ(tn, tn)




,

那么我们称其为正态时间序列.

从正态随机序列的密度函数可以看出, 它的 n 维分布仅由均值向量和协方差阵决定, 因
此对于正态随机序列而言, 宽平稳一定严平稳.

需要强调的是, 在实际应用中, 如果不做说明, 我们所说的平稳指的就是宽平稳.

1.2.4 平稳时间序列的一些性质

根据平稳时间序列的定义, 可以将自协方差函数由二维函数 γ(t, s) 简化为一维函数
γ(s− t)：

γ(t− s) def= γ(s, t), ∀t, s ∈ T, t > s.
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由此得到延迟 k 自协方差函数的概念.

一般地, 对于平稳时间序列 {Xt, t ∈ T}, 称

γ(k) = γ(t, t + k), ∀t, t + k ∈ T

为该时间序列的延迟 k 自协方差函数.

根据平稳时间序列的定义可知, 平稳序列具有常数方差

Var(Xt) = γ(t, t) = γ(0), ∀t ∈ T.

由延迟 k 自协方差函数的概念可以等价得到延迟 k 自相关函数的概念, 为

ρ(k) =
γ(t, t + k)√

Var(Xt)
√

Var(Xt+k)
=

γ(k)
γ(0)

.

容易验证延迟 k 自相关函数具有如下三个性质：

(1) 规范性
ρ(0) = 1 且 |ρ(k)| 6 1, ∀k.

(2) 对称性
ρ(k) = ρ(−k).

(3) 非负定性

根据协方差阵的非负定性, 可得对于任意正整数 m, 相关矩阵

Pm =




ρ(0) ρ(1) · · · ρ(m− 1)

ρ(1) ρ(0) · · · ρ(m− 2)

...
...

...

ρ(m− 1) ρ(m− 2) · · · ρ(0)




为非负定矩阵.

我们应注意的是, 虽然一个平稳时间序列唯一决定了它的自相关函数, 但是一个自相关
函数未必唯一对应一个平稳时间序列, 因而延迟 k 自相关函数 ρ(k) 对应的模型并不唯一. 这
个性质给我们根据样本自相关函数来确定模型增加了难度. 在后面的章节我们将进一步说明
这个问题.

1.2.5 平稳性假设的意义

数理统计学是利用样本信息来推测总体信息, 时间序列分析作为数理统计学的一个分
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支也不例外。根据统计学常识, 要分析一个 n 维随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)T, 需要如
表 1.1中结构的数据.

表 1.1 数据表

样本
随机变量

X1 · · · Xn

1 x11 · · · xn1

2 x12 · · · xn2

...
...

...

m x1m · · · xnm

显然, 我们希望维数 n 越小越好, 而对于每个变量希望样本容量 m 越大越好, 这是因为
维数越小分析过程越简单, 样本容量越大, 分析结果越可靠. 但是对于时间序列而言, 它在任
意时刻 t 的序列值都是一个随机变量, 而且由于时间的不可重复性, 该变量在任意一个时刻
只能获得唯一的样本观察值, 其数据结构如表 1.2 所示. 由于某时刻对应的随机变量的样本
容量太小, 用该数据直接分析此刻的随机变量基本不会得到可用的结果, 因此必须借用一些
辅助信息, 才能得到一些有用的结果. 序列平稳性假设是解决该问题的有效途径之一.

表 1.2 数据表

样本
随机变量

X1 · · · Xt · · ·
1 x1 · · · xt · · ·

如果一个时间序列是平稳的, 那么其均值函数是常数, 也即 {µt, t ∈ T} 变成了常数序列
{µ, t ∈ T}。这样, 本来每个随机变量 Xt 的均值 µt 只能凭借唯一的样本观察值 xt 来估计,
即 µ̂ = xt, 现在由于 µt ≡ µ,∀t ∈ T , 于是每个样本观察值 xt,∀t ∈ T 都变成了 µ 的样本观

察值

µ̂ = x =
1
n

n∑

i=1

xi.

于是, 不但提高了对均值函数的估计精度, 而且大大降低了时间序列分析的难度。

同样地, 基于平稳性可计算出延迟 k 自协方差函数的估计值

γ̂(k) =
1

n− k

n−k∑
t=1

(xt − x)(xt+k − x)

和总体方差的估计值

γ̂(0) =
1

n− 1

n∑
t=1

(xt − x)2.

进而可得延迟 k 自相关函数的估计值

ρ̂(k) =
γ̂(k)
γ̂(0)

, ∀0 < k < n.
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当延迟阶数 k 远远小于样本容量时, 有

ρ̂(k) ≈

n−k∑
t=1

(xt − x)(xt+k − x)

n∑
t=1

(xt − x)2
, ∀0 < k < n.

1.3 时间序列建模的基本步骤

从实际数据出发, 对时间序列建模一般可遵循四个步骤, 即模型识别、模型估计、模型检
验和模型应用. 通常上述四个步骤需要经过多次反复, 才能达到比较满意的效果.

1.3.1 模型识别

从实际数据出发建立时间序列模型时, 首先就要进行模型识别. 所谓模型识别就是根据
时间序列的统计特征选择适当的拟合模型. 通俗地讲, 就是根据数据的特征, 判断所研究的时
间序列属于哪一类. 模型识别主要包含如下内容：

(1) 依照所研究的问题科学地收集数据.

(2) 根据时间序列的数据作出相关图, 求出相关函数进行分析. 相关图能够显示出序列变
化的趋势性和周期性等特征, 这些特征不但隐含着序列的平稳性的一些特点, 而且能够发现
跳点和拐点. 而这些跳点和拐点也是模型识别的重要参考因素.

(3) 判别时间序列是平稳的还是非平稳的. 一般来讲, 判别时间序列的平稳性有两种方
法, 一种是图检验法; 另一种是构造统计量进行假设检验的方法. 图检验法是根据时序图和自
相关图显示的特征做出平稳性判别的方法. 它的优点是操作简便、运用广泛; 它的缺点是判别
结论带有很强的主观色彩, 因此最好能够用统计检验方法加以辅助判别. 目前最常用的平稳
性统计检验方法是单位根检验.

(4) 判别时间序列是否为纯随机序列. 当对一个时间序列进行了平稳性判别之后, 序列被
分成了平稳序列和非平稳序列两类. 对于非平稳序列通常要通过进一步的检验、变换或处理,
才能够确定适当的拟合模型. 对于平稳序列来讲, 我们需要检验其是否为纯随机的, 因为只有
那些序列值之间具有密切相关关系的序列, 才值得我们花时间去挖掘历史数据中的有效信息,
用来预测序列未来的发展. 如果序列值彼此之间没有任何相关性, 那就意味着该序列是一个
没有记忆的序列, 过去的行为对将来的发展没有丝毫影响, 这种序列称为纯随机序列. 从统计
分析的角度而言, 纯随机序列没有任何分析的价值.

(5) 综合考虑时间序列的统计特征辨识合适的模型类型, 初步确定模型结构.

至于常见的时间序列模型有哪些, 它们分别具有哪些统计特征, 以及如何根据样本信息
估计数字特征、识别拟合模型等, 将在后续章节详细研究.
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1.3.2 模型估计

依照样本信息进行模型识别之后, 我们得到了所分析的时间序列大概服从什么样的模型
类型和模型结构, 模型的最终形式还需要估计模型的参数之后才能够确定. 模型的参数决定
了不同时刻随机变量之间的相依关系, 也即反映了随机变量随时间变化的记忆性大小和记忆
期的长短. 当参数确定了, 变量的动态关系也就确定了. 比如, 通过模型识别判断出时间序列
{Xt} 服从二阶自回归模型 (AR(2))

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + εt,

其中 {εt} 是均值为零的白噪声序列 (见 35 页). 模型中的参数 φ1, φ2 表明了 {Xt} 的当前值
对其前两个时刻的值的依赖程度, 或者说记忆的大小.

在数理统计中, 估计时间序列模型参数的常用方法有: 矩估计、极大似然估计和最小二乘
估计. 矩估计方法是用样本矩代替相应的总体矩, 并通过求解相应的方程而得到参数估计的
方法；极大似然估计是使得样本出现概率最大, 也就是使得似然函数达到最大而得到参数估
计的方法；最小二乘估计是使得模型拟合的残差平方和达到最小, 从而求得参数估计的方法.
这三种方法都有各自的优点和不足. 矩估计方法具有简单、直观和计算量小等优点; 其缺点
是, 利用信息不足, 估计效率低以及估计精度不高等. 一般进行时间序列分析时, 先用矩估计
方法进行初步估计, 然后使用极大似然估计方法或者非线性最小二乘方法进行精确估计.

1.3.3 模型检验

在模型识别时, 为了简化问题我们会提出一些假设, 这些假设往往因人而异, 带有主观因
素, 因此必须对模型本身进行检验. 同时, 由于参数估计方法本身也有许多缺点, 而且有些参
数贡献不大, 甚至可以忽略, 所以对所估出的参数也必须进行检验. 由于上述两个原因, 所以
时间序列模型的检验有两类, 一类是模型的显著性检验; 另一类是模型参数的显著性检验. 这
两类检验统称为模型的诊断性检验.

模型的显著性检验主要是检验模型的有效性. 一个模型是否有效主要看它提取的相关信
息是否充分, 一个好的拟合模型应该确保提取出了观察值序列中几乎所有的样本相关信息,
换言之, 拟合残差项中将不再蕴含任何相关信息, 即残差序列应该为白噪声序列 (其概念见后
续章节). 反之, 如果残差序列为非白噪声序列, 那就意味着残差序列中还残留着相关信息未
被提取, 这就说明拟合模型不够有效, 需重新选择模型进行拟合.

模型参数的显著性检验主要是检验模型中每一个参数是否显著异于零. 目的是要找出贡
献不大的参数并将其剔除, 使得模型更为精简和准确. 一般地, 如果模型中包含了不显著的参
数, 不但使得模型参数冗余, 影响自由度, 而且也会影响其他参数的估计精度.

在实际应用中, 如果模型的诊断性检验没有通过, 则需要重新识别、估计和检验, 直到得
到一个满意的拟合模型.

如果一个模型通过了检验, 说明在一定的置信水平下, 该模型能够有效地拟合观察值序
列的波动, 但这种有效模型有时并不是唯一的. 面对多个显著有效的模型, 到底选择哪个来统
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计推断更好呢？为了解决这个问题, 一般需要引进一些信息准则来进行模型优化. 具体地, 在
后继章节中, 我们结合具体模型来详细论述.

1.3.4 模型应用

时间序列模型的应用主要包括变量动态结构分析、预测和控制.

动态结构分析是指用已经估计出参数的模型,
对变量的动态变化情况进行考查. 例如, 对于自回
归模型 (AR 模型), 可以考查它的记忆特征和记
忆衰减情况; 对于滑动平均模型 (MA 模型), 可以
考查外部冲击对变量的影响情况和对外部冲击的

记忆期限. 动态结构分析对于认识经济金融变量
的运行规律具有重要作用.

预测是时间序列建模的最重要的目的, 是指
用已经估计出参数的模型, 对变量未来变化进行预
报. 控制是指根据时间序列模型调整输入变量使得
系统发展过程保持在目标值上. 当运用时间序列模
型进行预测、发现预测值会偏离目标值时, 便可进
行必要的控制, 调整当前值使之朝预定目标靠近.
总之, 时间序列建模过程包括模型识别、模型

估计、模型检验和优化, 并可能反复多次才能达到
比较满意的效果, 最终投入使用. 时间序列分析完
整的流程可用图 1.6 表示.

图 1.6 时间序列分析流程图

1.4 数据预处理

时间序列数据建模之初, 我们应该对数据有个初步的认识, 如: 大致观察一下数据的趋势
性、季节性; 序列值相近时期的相关性；初步判断一下序列的平稳性; 判断序列是否有研究的
必要, 即检验一下序列是否是白噪声. 这些数据建模前的分析都称为数据的预处理.

1.4.1 时序图与自相关图的绘制

进行时间序列分析的第一步, 通常是利用序列值画出时序图和自相关图进行观察. 正如
前面所定义, 时序图就是一张二维平面图, 一般横坐标表示时间, 纵坐标表示序列取值. 而所
谓自相关图是平面上的悬垂线图, 横坐标表示延迟时期数, 纵坐标表示自相关系数. 悬垂线表
示自相关系数的大小. 通过观察时序图, 我们能够获得序列值的趋势和走向; 通过自相关图我
们能够大致获得不同时刻序列值之间的相关关系. 这些能够帮助我们初步判断序列的统计特性.

借助于 Python 语言强大的绘图功能可绘制出所需要的序列时序图和自相关图. 下面举
例说明时序图和自相关图的绘制方法.
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例 1.5 现给出 2000 年 1 月至 2012 年 10 月新西兰人出国旅游目的地的数据. 下面我
们一起来认识这组时间序列数据, 并用 Python 绘制时序图来分析.

首先, 我们读取数据的前两行来认识所给数据的结构, 然后再决定用哪些数据和
read csv() 中的哪些参数. 具体命令及运行结果如下:

nzt = pd.read_csv("NZTravellersDestination.csv")

nzt.head(2)

运行结果:

Date Australia Fiji China India UK US

2000/01 23203 1936 2285 2270 5418 4109

2000/02 16546 1052 1485 1539 3023 3520

运行结果显示, 数据分别统计了新西兰人到 Australia、Fiji、China、India、UK、US 这
些国家的旅游人数.

其次, 我们绘制 2000 年 1 月至 2012 年 10 月新西兰人月均来中国旅游人数的时序图.
具体命令如下, 运行结果见图 1.7.

NtoC = pd.read_csv(’NZTravellersDestination.csv’, usecols=

[’Date’,’China’], parse_dates=[’Date’], index_col=’Date’)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(NtoC, marker="o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.set_ylabel(ylabel="人数", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_7.png’)

图 1.7 2000 年 1 月至 2012 年 10 月新西兰人月均来中国旅游的时序图

从时序图 1.7, 我们可以看到从 2000 年 1 月到 2012 年 10 月新西兰人月均来中国旅游人
数有增长趋势但是增幅和增速不大. 同时新西兰人月均来中国旅游人数有明显的季节性. 每
年的圣诞节前后来华旅游人数最多.

我们也可以在同一个窗口, 绘制不同变量的时序图, 来比较这些变量之间的变化. 下面比
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较新西兰人从 2000 年 1 月至 2012 年 10 月月均到中国、印度、英国和美国四国旅游人数变
化的情况. 具体命令如下, 运行结果见图 1.8.

图 1.8 2000 年 1 月至 2012 年 10 月新西兰人月均出国旅游的时序图

ucls = [’Date’,’China’,’India’,’UK’,’US’]

NtoF = pd.read_csv(’NZTravellersDestination.csv’, usecols=ucls,

parse_dates=[’Date’], index_col=’Date’)

Date = NtoF.index; NtoC = NtoF.China.values; NtoUS = NtoF.US.values

NtoI = NtoF.India.values; NtoU = NtoF.UK.values

new,(ax1,ax2,ax3,ax4) = plt.subplots(4, 1, sharex=True,

figsize=(12,6), dpi=150)

ax1.plot(Date,NtoC, color=’r’,marker="o")

ax1.set_ylabel(ylabel="中国", fontsize=17)

ax2.plot(Date,NtoI, color=’b’,marker="o")

ax2.set_ylabel(ylabel="印度", fontsize=17)

ax3.plot(Date,NtoU, color=’y’, marker="o")

ax3.set_ylabel(ylabel="英国", fontsize=17)

ax4.plot(Date,NtoUS, color=’g’,marker="o")

ax4.set_ylabel(ylabel="美国", fontsize=17)

ax4.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_8.png’)

语句说明: 第一句用所需数据的列名建立了一个列表. 第二句读取文件中所需的列, 并把
Date 列作为时间索引. 第三、四句从数据框 NtoF 中提取出新西兰人分别到中国、美国、印
度和英国旅游的月度数据. 第五句将画布分成四个子图, 并共用 x 轴. 第六句至第十六句绘
图并调整横纵轴标签. 最后一句将绘制完成的图命名保存.
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从图 1.8 可以看出, 2000 年 1 月至 2012 年 10 月新西兰人月均到中国和印度的人数都有
增长趋势, 来中国旅游的人数增长更快些. 去英国和美国的人数比较稳定. 另外, 这四组数据
都有明显的季节性. 在每年 12 月左右到中国、印度旅游的人数最多; 而在夏季新西兰人更乐
意到英国和美国旅游.

在绘图时, 为了突出比较效果, 可以使用 hlines() 和 vlines() 函数为图形添加水平和垂直
参照线. 下面通过例子来说明这两个函数的使用.

例 1.6 绘制 2018 年 10 月至 2021 年 9 月北京市商品住宅施工面积累计值 (单位: 万平
方米) 的时序图, 并添加辅助线来比较. 具体命令如下, 运行结果见图 1.9.

import matplotlib.ticker as ticker

bjch = pd.read_csv(’BJCH.csv’, encoding = ’utf-8’)

for f in bjch: #线性插值

bjch[f] = bjch[f].interpolate()

bjch.dropna(inplace=True)

xlabs = bjch.Time; ticker_spacing = xlabs; ticker_spacing = 5

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(xlabs, bjch.CCA, color=’b’, marker=’o’)

ax.xaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(ticker_spacing))

ax.vlines(x=[’2020/04’,’2020/09’], ymin=5230, ymax=6250,

color="g", linestyle=’--’)

ax.hlines(y=[5250,6250], xmin=’2020/04’, xmax=’2020/09’,

color="g", linestyle=’--’)

ax.set_xlabel(xlabel=’时间’, fontsize=17)

ax.set_ylabel(ylabel=’施工面积累计值’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_9.png’)

语句说明: 第一句导入 ticker 库, 以便改变数据轴的间距来解决日期显示太密的问题. 第
三句至第五句进行线性插值, 填充缺失值. 倒数第七句设置数据轴日期的显示.

图 1.9 2018 年 10 月至 2021 年 9 月北京市商品住宅施工面积累计值的时序图
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例 1.7 接例 1.6, 绘制 2018 年 10 月至 2021 年 9 月北京市商品住宅施工面积累计值的
自相关图.

首先, 导入 stattools 模块中的自相关函数 acf(). 自相关函数 acf(ts, nlags) 可以用来计
算序列 ts 的延迟 nlags 阶数的自相关系数.

from statsmodels.tsa.stattools import acf

其次, 为了今后使用方便, 我们定义了一个绘制自相关函数图的函数 ACF():

def ACF(ts, lag=20, fname=" "):

lag_acf = acf(ts, nlags=lag, fft=False)

plt.vlines(x=list(range(lag+1)), ymin=np.zeros(lag+1),

ymax=lag_acf, linewidth=2.0, color=’black’)

plt.axhline(y=0, linestyle=’:’, color=’blue’)

plt.axhline(y=-1.96/np.sqrt(len(ts)), linestyle=’--’,

color=’red’)

plt.axhline(y=1.96/np.sqrt(len(ts)), linestyle=’--’,

color=’red’)

plt.title(’’); plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

plt.xlabel(xlabel="lag", fontsize=17)

plt.ylabel(ylabel="ACF", fontsize=17)

plt.tight_layout(); plt.savefig(fname=fname)

最后, 调用自定义函数 ACF() 绘制自相关函数图, 运行结果见图 1.10.

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ACF(bjch[’CCA’], lag=30, fname="fig/1_10.png")

图 1.10 商品住宅施工面积累计值的自相关图

图 1.10中的水平虚线表示正态分布N(0, 1/n)的 95%的置信区间 [−1.96/
√

n, 1.96/
√

n ].
一般地, 当自相关函数的悬垂线落在两条虚线围成的区域之外时, 说明相应序列值之间具有
显著相关性, 而当自相关函数的悬垂线落入这两条虚线围成的区域之内时, 则说明相应序列
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值之间没有明显的相关性, 此时的自相关函数值可认为是由随机噪声引起的, 这其中的道理
将在第 3 章中阐释.

1.4.2 数据平稳性的图检验

1. 时序图检验

根据平稳性的定义, 平稳时间序列的均值和方差都为常数, 因此平稳时间序列的时序图
应该围绕一条水平线上下波动, 而且波动的范围有界. 如果序列时序图显示出了明显的趋势
性或周期性, 那么它通常不是平稳的时间序列. 根据这个性质, 通过时序图就可看出许多时间
序列的非平稳性.

例 1.8 绘制 2001 年至 2020 年宁夏回族自治区地区生产总值的时序图. 具体命令如下,
运行结果见图 1.11.

NingXiaGDP = pd.read_excel(’ningxiaGDP.xlsx’, index_col=0,

squeeze=True)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(NingXiaGDP, marker="o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.xaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(4))

ax.set_ylabel(ylabel="宁夏生产总值(单位:亿元)", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_11.png’)

语句说明: 第一句读入 xlsx 格式文件, 通过参数设置使得读出的数据为序列类型. 第二
句至第七句绘制时序图. 再次提醒读者, 运行程序之前导入相应包和模块 (见例 1.1 的说明).

图 1.11 宁夏回族自治区地区生产总值的时序图

从图 1.11 可以看出, 该时序图显示明显的增长趋势, 因此该序列是非平稳的时间序列.

例 1.9 绘制 2000 年 1 月至 2012 年 10 月美国洛杉矶月平均最高 – 最低气温的时序图,
温度单位: ℃. 具体命令如下, 运行结果见图 1.12.
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col = ["Date","LosAngelesMax","LosAngelesMin"]

LosTemp = pd.read_csv(’LosTemp.csv’, usecols=col, index_col= 0)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

LosTemp.plot(ax=ax, color=[’r’,’b’], marker=’o’)

ax.set_ylabel(ylabel="温度", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="时间", fontsize=17)

ax.legend(loc=2, fontsize=12)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/1_12.png’)

图 1.12 美国洛杉矶最高 – 最低月平均气温的时序图

语句说明: 第二句读取所需数据; 第五句使用了 Pandas 中数据框的可视化功能.

从图 1.12 可以看出, 洛杉矶月平均最高气温和月平均最低气温分别围绕在 22.5℃ 和
13℃ 附近随机波动, 没有明显的趋势, 却有很强的周期性, 因此还不能断定为平稳序列. 不
过, 我们可以通过自相关图来进一步识别.

2. 自相关图检验

平稳时间序列的一个显著特点是序列值之间具有短期相关性, 这一点我们将在后继的章
节给予证明. 短期相关性突出的表征是, 随着延迟期数的增加, 平稳序列的自相关函数会很快
地衰减到零附近. 而非平稳序列的自相关函数衰减到零附近的速度通常比较慢. 利用自相关
函数的上述特点, 我们可以进一步识别序列的平稳性.

例 1.10 绘制 2001 年至 2020 年宁夏回族自治区地区生产总值的自相关函数图. 纵轴
是自相关函数值, 大小用悬垂线表示; 横轴是延迟期数. 具体命令如下, 运行结果见图 1.13.

NxGDP = pd.read_excel(’ningxiaGDP.xlsx’)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ACF(NxGDP[’Ningxia’], lag=15, fname="fig/1_13.png")

从图 1.13 中, 我们发现序列的自相关系数递减到零的速度比较缓慢, 而且在较长延迟期
里自相关系数一直为正, 之后又一直为负. 在自相关图上显示出三角对称的关系, 这是具有单
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调趋势的非平稳序列的一种典型的自相关图形式. 这和该序列的时序图 (见图 1.11) 显示的
单调递增性是一致的.

图 1.13 宁夏回族自治区地区生产总值的自相关图 图 1.14 新西兰人月均来华旅游人数的自相关图

例 1.11 绘制 2000 年 1 月至 2012 年 10 月新西兰人月均来华旅游人数的自相关图. 具
体命令如下, 运行结果见图 1.14.

NtoCh = pd.read_csv(’NZTravellersDestination.csv’,usecols=[’China’])

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ACF(NtoCh[’China’], lag=100, fname="fig/1_14.png")

自相关图 1.14 显示序列的自相关系数衰减到零的速度非常缓慢, 而且呈现明显的周期规
律, 这是具有周期变化规律和递增趋势的非平稳序列的典型特征. 自相关图显示出来的特征
与时序图 1.7 显示的带长期递增趋势和周期的性质也高度吻合.

例 1.12 绘制 2000 年 1 月至 2012 年 10 月美国洛杉矶月平均最高气温的自相关图. 注
意本例的自相关图和下例中的自相关图一起绘制. 具体命令如下, 运行结果见图 1.15.

LosTemp = pd.read_csv(’LosTemp.csv’)

LosRain = np.loadtxt(’LosAngeles.txt’)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ACF(LosTemp["LosAngelesMax"], lag=100)

ax2 = fig.add_subplot(122)

ACF(LosRain, lag=100, fname="fig/1_16.png")

自相关图 1.15 显示序列的自相关系数呈现长期周期衰减, 而且自相关系数值正、负基本
各半地居于横轴上下两侧, 从而判断是非平稳的.

例 1.13 绘制美国加利福尼亚州洛杉矶地区 115 年来的年降水量的自相关图. 具体命令
见上, 运行结果见图 1.16.

从图 1.16 可以看出, 自相关系数一阶延迟之后, 立即衰减到零附近, 也不具有明显的周
期特征, 因此可以判断为平稳的.



. 24 . 第 1章 引言及基础知识

图 1.15 美国洛杉矶月平均最高气温的自相关图 图 1.16 美国洛杉矶年降水量的自相关图

1.4.3 数据的纯随机性检验

当识别出一个序列是平稳时间序列之后, 我们需要进一步分析该序列是否是纯随机序列,
因为如果是纯随机序列的话, 那么意味着序列值之间没有相关关系, 该序列就成为所谓的无
记忆序列, 即过去的行为对将来的发展没有丝毫影响, 这样的序列从统计分析的角度而言无
任何研究的意义.

下面我们首先引入纯随机序列的概念和性质, 然后讨论纯随机序列的检验方法.

1. 纯随机序列的概念和性质

如果一个时间序列 {Xt, t ∈ T} 满足如下条件:

(1) ∀t ∈ T , 有 E(Xt) = µ;

(2) ∀t, s ∈ T , 有

γ(t, s) =





σ2, t = s

0, t 6= s

那么称 {Xt, t ∈ T} 为纯随机序列 ( pure random sequences), 或称为白噪声序列 (white

noise series), 简记为 Xt ∼ WN(µ, σ2).

显然白噪声序列一定是平稳序列, 而且是最简单的平稳序列. 要注意的是, 虽然白噪声序
列简记为 Xt ∼ WN(µ, σ2), 但是 Xt 不一定服从正态分布.

从白噪声序列的定义易得

γ(k) = 0, ∀k 6= 0.

这说明白噪声序列的各项之间没有任何相关关系, 序列在进行无序的纯随机波动, 这是白噪
声序列的本质特征. 在统计分析中, 如果某个随机事件呈现出纯随机波动的特征, 那么该随机
事件就不含有任何值得提取的有用信息, 从而分析应该终止.
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相反地, 如果序列的某个延迟 k 自协方差函数不为零, 即

γ(k) 6= 0, ∃k 6= 0,

那么说明该序列不是纯随机序列, 其间隔 k 期的序列值之间存在一定程度的相互影响关系,
也即具有相关信息. 我们分析的目的就是要把这种相关信息从观察值序列中提取出来. 如果
观察值序列中蕴含的相关信息完全被提取出来, 那么剩下的残差序列就应该呈现出纯随机序
列的性质. 因此, 纯随机性还是判别相关信息提取是否充分的一个判别标准.

2. 纯随机性的检验

纯随机性检验也称为白噪声检验, 在学习它之前, 我们先通过时序图和自相关图感知一
下白噪声序列的序列值走向和相关程度的表现.

例 1.14 随机产生 500 个服从标准正态分布的白噪声序列观察值, 并绘制其时序图和自
相关图.

在 Numpy 中有个子模块 random, 其中包含了 30 多个能够产生随机数的函数. 使用该
模块的函数 normal() 可轻松生成正态分布随机数, 如: np.random.normal(µ,σ,n) 可生成 n

个均值为 µ, 标准差为 σ 的正态分布随机数; randn(n) 可生成 n 个标准正态分布的随机数.

本例的具体命令如下, 运行结果见图 1.17.

np.random.seed(15) #设置随机种子

white_noise = np.random.randn(500)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ax1.plot(white_noise, marker="o", linestyle="--", color="b")

ax1.set_ylabel(ylabel=’white_noise’, fontsize=17)

ax1.set_xlabel(xlabel=’Time’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

ax2 = fig.add_subplot(122)

ACF(white_noise, lag=100, fname=’fig/1_17.png’)

图 1.17 标准正态白噪声序列的时序图和自相关图
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从图 1.17 (a) 可知, 标准正态白噪声序列的序列值围绕横轴波动, 波动范围有界. 但波动
既无趋势性, 也无周期性, 表现出明显的随机性. 图 1.17 (b) 也显示白噪声序列的样本自相关
系数并非都为零, 但是这些自相关系数都非常小, 在零值附近做小幅波动. 这提示我们应该考
虑样本自相关系数的分布, 构造统计量来检验序列的纯随机性.

现在我们来学习白噪声检验. 首先我们介绍一个关于白噪声序列延迟非零期的样本自相
关函数渐近分布的定理, 该定理由 Barlett 给出.

定理 1.1 如果 {Xt, t ∈ T} 是一个白噪声序列, 而 {xt, t = 1, 2, · · · , n} 为该白噪声
序列的一个观察期数为 n 的观察值序列, 那么该序列延迟非零期的样本自相关函数近似服
从均值为零, 且方差为序列观察期数倒数的正态分布, 即

ρ̂(k) ∼̇ N(0, 1/n), ∀k 6= 0.

下面借助于定理 1.1, 构造检验统计量来检验序列的纯随机性. 根据检验对象提出如下假
设条件:

原假设 H0 : ρ(1) = ρ(2) = · · · = ρ(m) = 0, ∀m > 1;

备择假设 H1: 至少存在某个 ρ(k) 6= 0, ∀m > 1, k 6 m.

原假设 H0 意味着延迟期数小于或等于 m 的序列值之间互不相关; 备择假设 H1 表明延

迟期数小于或等于 m 的序列值之间存在某种相关性.

在样本容量 n 很大的情况下, Box 和 Pierce 构造了如下统计量:

QBP = n

m∑

k=1

ρ̂2(k),

其中, n 为序列观察期数; m 为指定延迟期数. 根据正态分布和卡方分布之间的关系, 易得
QBP 近似服从自由度为 m 的卡方分布, 即

QBP ∼̇ χ2(m).

当统计量 QBP 大于 χ2
1−α(m) 分位数, 或它的 p 值小于 α 时, 则以 1− α 的置信水平拒

绝原假设, 并有理由认为备择假设成立, 即该序列为非白噪声序列; 否则, 接受原假设, 认为该
序列为白噪声序列.

在小样本情形, 统计量 QBP 检验效果已不太精确. 为克服这一缺陷, Box 和 Ljung 将统
计量 QBP 修正为统计量 QLB:

QLB = n(n + 2)
m∑

k=1

ρ̂2(k)
n− k

, (1.3)

其中, n 为序列观察期数; m 为指定延迟期数. Box 和 Ljung 也证明了统计量 QLB 同样近似

服从自由度为 m 的卡方分布.
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统计量 QBP 和 QLB 统称为 Q 统计量. 在实际中, 各种检验场合普遍采用的 Q 统计量

通常指的是 QLB 统计量.

在 Python 中可使用模块 statsmodels.stats.diagnostic 中的函数 acorr ljungbox() 进行
白噪声检验. 该函数的命令格式为

acorr_ljungbox(x, lags=None, boxpierce=False, return_df=False)

函数 acorr ljungbox() 的参数说明:

-x: 变量名, 可以是序列、列表、数组等.

-lags: 延迟阶数. lag=n 表示输出滞后 n 阶的白噪声统计量.

-boxpierce: 检验统计量类型:

(1) boxpierce = False, 输出白噪声检验的 QLB 统计量. 该统计量是默认输出结果.

(2) boxpierce = True, 既输出白噪声检验的 QLB 统计量又输出 QBP 统计量.

-return df: 输出格式:

(1) return df = True, 输出结果的形式为数据框.

(2) return df = False, 输出结果的形式为数组, 这是默认输出形式.

在进行白噪声检验时, 我们一般取延迟阶数不会太大, 这是因为平稳序列通常具有短期
相关性. 如果序列值之间存在显著的相关关系, 通常只存在于延迟时期比较短的序列值之间.
如果一个平稳序列短期延迟的序列值之间都不存在显著的相关关系, 通常长期延迟之间就更
不会存在显著的相关关系了. 同时, 如果一个序列显示了短期相关性, 那么该序列就一定不是
白噪声序列, 我们就可以对序列值之间的相关性进行分析. 由于对平稳序列而言, 自相关函数
随着延迟期数的增长而逐渐趋于零, 因此假若考虑的延迟期数太长, 反而可能淹没了该序列
的短期相关性. 这一点我们在之后的章节将会进一步阐释.

例 1.15 计算例 1.14 中白噪声序列分别延迟 6 期和 12 期的 QLB 统计量的值, 并判断
该序列的随机性 (α = 0.05). 具体命令及运行结果如下:

from statsmodels.stats.diagnostic import acorr_ljungbox #导入函数

acorr_ljungbox(white_noise, lags = [6, 12], return_df = True)

输出结果:

lb_stat lb_pvalue #第1列为延迟期数;

6 7.841193 0.249970 #第2列为LB统计量值;

12 11.480037 0.488288 #第3列为相应的p值.

我们分别作了延迟 6 期和 12 期的 Q 检验. 检验结果显示, p 值显著大于显著性水平

α = 0.05, 故而该序列不能拒绝纯随机的原假设, 也就是说, 我们有理由相信序列波动没有统
计规律, 从而可以停止对该序列的统计分析.

例 1.16 对 2005 年至 2015 年苏格兰百岁老人男女之比序列的平稳性和纯随机性进行
检验.

首先, 绘制序列的时序图和自相关图, 进行平稳性的图检验:
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ratio = pd.read_csv(’Centenarians.csv’, usecols=[’Year’,’ratio’],

parse_dates=[’Year’], index_col=’Year’)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ax1.plot(ratio, marker="o", linestyle="--", color="b")

ax1.set_ylabel(ylabel=’Ratio’, fontsize=17)

ax1.set_xlabel(xlabel=’Year’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

ax2 = fig.add_subplot(122)

ACF(ratio, lag=10, fname=’fig/1_18.png’)

从时序图 (见图 1.18) 可以看出, 2005 年 至 2015 年 苏格兰百岁老人男女之比始终在
0.14 上下稳定波动. 从自相关图来看, 1 期延迟自相关函数迅速衰减到 2 倍标准差范围内, 3
期延迟之后自相关函数基本在零附近微小波动, 具有平稳序列的特征.

然后, 作纯随机性检验:

acorr_ljungbox(ratio,lags=[5, 10],boxpierce=True,return_df=True)

输出结果:

lb_stat lb_pvalue bp_stat bp_pvalue

5 5.158670 0.396825 3.481084 0.626252

10 6.683855 0.754916 3.863610 0.953290

可见, 延迟 5 期和延迟 10 期的 QLB 和 QBP 检验统计量的 p 值都大于显著性水平

α = 0.05, 所以我们有理由相信该序列是白噪声序列.

图 1.18 2005 年至 2015 年苏格兰百岁老人男女之比序列的时序图和自相关图

习题 1第1章学习指导

1. 什么是时间序列? 请列举生活中观察到的时间序列的例子, 并收集关于这些例子的观
察值. 根据所收集到的观察值序列, 绘制其时序图.

2. 时间序列分析的方法有哪些? 分别简述时域方法和频域方法的发展轨迹和特点.
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3. 何谓严平稳? 何谓宽平稳? 简述它们之间的区别和联系.

4. 简述平稳性假设的统计意义.

5. 简述时间序列建模全过程.

6. 何谓时间序列平稳性的图检验法? 请简述图检验的思想.

7. 什么是白噪声序列? 简述白噪声检验方法及其操作过程.

8. 若 yt = u cos αt + v sinαt, 其中 α 6= 0 是常数, u, v 为随机变量, 证明: {yt} 平稳的充
分必要条件是: u, v 是均值为零, 等方差且互不相关的随机变量.

9. 已知 {εt} 是一个零均值白噪声过程, 证明: 滑动和过程 wt =
q∑

i=0

αiεt−i 也为平稳过

程.

10. 若序列长度是 100, 前 12 个样本自相关系数如下:

ρ̂(1) = 0.02, ρ̂(2) = 0.05, ρ̂(3) = 0.10, ρ̂(4) = −0.02,

ρ̂(5) = 0.05, ρ̂(6) = 0.01, ρ̂(7) = 0.12, ρ̂(8) = −0.06,

ρ̂(9) = 0.08, ρ̂(10) = −0.05, ρ̂(11) = 0.02, ρ̂(12) = −0.05.

问: 该序列能否视为纯随机序列 (α=0.05)?

11. 表 1.3 是某公司在 2000 年至 2003 年每月的销售量数据.

表 1.3 某公司每月的销售量数据 (行数据)

153 187 234 212 300 221 201 175 123 104 85 78

134 175 243 227 298 256 234 165 124 106 87 74

145 203 189 214 295 220 231 174 119 85 67 75

117 178 149 178 248 202 162 135 120 96 90 63

(1) 绘制该序列的时序图和样本自相关图, 并判断该序列的平稳性.

(2) 判断该序列的纯随机性.

12. 表 1.4 是 1969 年 1 月至 1974 年 5 月芝加哥海德公园内每 28 天发生的抢包案件数.

表 1.4 芝加哥海德公园内每 28 天发生的抢包案件数 (行数据)

10 15 10 10 12 10 7 7 10 14 8 17

14 18 3 9 11 10 6 12 14 10 25 29

33 33 12 19 16 19 19 12 34 15 36 29

26 21 17 19 13 20 24 12 6 14 6 12

9 111 17 12 8 14 144 12 5 8 10 3

16 8 8 7 12 6 10 8 10 5

(1) 绘制该序列 {xt} 的时序图和样本自相关图, 并判断该序列的平稳性.

(2) 对该序列进行变换
yt = xt − xt−1,
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并判断序列 {yt} 的平稳性和纯随机性.

13. 表 1.5 是 1945 年至 1950 年费城月度降水量数据 (单位: mm).

表 1.5 1945 年至 1950 年费城月度降水量数据 (行数据)

69.3 80.0 40.9 74.9 84.6 101.1 225.0 95.3 100.6 48.3 144.5 128.3

38.4 52.3 68.6 37.1 148.6 218.7 131.6 112.8 81.8 31.0 47.5 70.1

96.8 61.5 55.6 171.7 220.5 119.4 63.2 181.6 73.9 64.8 166.9 48.0

137.7 80.5 105.2 89.9 174.8 124.0 86.4 136.9 31.5 35.3 112.3 143.0

160.8 97.0 80.5 62.5 158.2 7.6 165.9 106.7 92.2 63.2 26.2 77.0

52.3 105.4 144.3 49.5 116.1 54.1 148.6 159.3 85.3 67.3 112.8 59.4

(1) 计算该序列的样本自相关系数 ρ̂k, k = 1, 2, · · · , 24.

(2) 绘制该序列的时序图和样本自相关图, 并判断该序列的平稳性.

(3) 判断该序列的纯随机性.
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第2章数据资源

学习目标与要求

1. 了解线性差分方程及其解的结构．
2. 掌握自回归模型的有关概念和性质．
3. 掌握移动平均模型的有关概念和性质．
4. 掌握自回归移动平均模型的有关概念和性质．

2.1 差分方程和滞后算子

如果序列值被识别为平稳的非白噪声序列, 那么该序列就蕴含着一定的相关信息. 从统
计角度看, 我们就可以设法提取该序列中蕴含的有用信息, 并建立适当的统计模型来拟合该
序列. 目前, 最常用的平稳序列拟合模型是自回归模型 (AR 模型)、移动平均模型 (MA 模型)
和自回归移动平均模型 (ARMA 模型). 这三类模型都属于有限参数线性模型, 它们与线性差
分方程有着密切的联系, 模型的性质取决于差分方程根的性质. 因此, 在介绍这三类模型之
前, 我们先简要学习线性差分方程的求解和滞后算子.

2.1.1 差分运算与滞后算子

1. p 阶差分运算

对于一个观察值序列 {xt} 来讲, 相邻两时刻序列值之差称为一阶差分 (first-order

difference), 下面引入一阶向后差分 (first-order backward difference), 记为 ∇xt, 即

∇xt = xt − xt−1.

对一阶向后差分后所得序列 {∇xt} 再进行一阶向后差分运算就得到二阶向后差分 (second-

order backward difference), 记为 ∇2xt, 于是

∇2xt = ∇xt −∇xt−1.
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类似地, 对 p − 1 阶向后差分后所得序列 {∇p−1xt} 再进行一阶向后差分就得到 p 阶向

后差分 (p-order backward difference), 记为 ∇pxt,

∇pxt = ∇p−1xt −∇p−1xt−1.

如果没有特别指出, 本书以后将向后差分简称为差分.

2. m 步差分运算

一般地, 称观察值序列 {xt} 相距 m 个时刻的值之差为 m 步差分, 记作 ∇mxt, 即

∇mxt = xt − xt−m.

3. 滞后算子

为了简化后面平稳模型的表达式并便于求解, 我们引入滞后算子的概念. 如果算子 B

满足

Bxt = xt−1,

那么称 B 为关于时间 t 的 1 步滞后算子 (lag operator), 简称滞后算子 (又称延迟算子).

容易证明滞后算子有如下性质:

(1) B0xt = xt;

(2) Bkxt = xt−k, k = 1, 2, · · · ;
(3) 若 {xt} 和 {yt} 为任意两个序列, 且 c1 和 c2 为任意常数, 则有

B(c1xt ± c2yt) = c1xt−1 ± c2yt−1 = c1Bxt ± c2Byt;

(4) (1−B)nxt =
n∑

i=0

(−1)iCi
nBixt, 其中 Ci

n = n!
i!(n−i)! .

4. 差分运算与滞后算子的关系

根据差分运算和滞后算子的概念, 我们不难用滞后算子表示如下差分运算:

(1) ∇nxt = (1−B)nxt =
n∑

i=0

(−1)iCi
nBixt =

n∑

i=0

(−1)iCi
nxt−i;

(2) ∇nxt = (1−Bn)xt.

2.1.2 线性差分方程

1. 线性差分方程的概念

称如下形式的方程

xt + a1xt−1 + a2xt−2 + · · ·+ anxt−n = f(t), (2.1)
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为序列 {xt, t = 0,±1,±2, · · · } 的 n 阶线性差分方程 (nth-order linear difference equa-

tion), 其中 n > 1; a1, a2, · · · , an 为实数, 且 an 6= 0; f(t) 为 t 的已知函数.

特别地, 如果在 (2.1) 式中 f(t) ≡ 0, 即

xt + a1xt−1 + a2xt−2 + · · ·+ anxt−n = 0, (2.2)

那么称方程 (2.2) 为 n 阶齐次线性差分方程 (nth-order homogeneous linear difference

equation). 否则, 称方程 (2.1) 为 n 阶非齐次 (nonhomogeneous) 线性差分方程.

2. 齐次线性差分方程解的结构

齐次线性差分方程的解的结构依赖于它的特征方程和特征根的取值情况. n 阶齐次线性

差分方程 (2.2) 的特征方程为

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an = 0. (2.3)

由于 an 6= 0, 所以方程 (2.3) 有 n 个非零根, 我们称这 n 个非零根为 n 阶齐次线性差分方程

(2.2) 的特征根, 不妨记作
λ1, λ2, · · · , λn.

根据特征根的不同情况, 齐次线性差分方程 (2.2) 的解具有不同的结构. 下面分情况
讨论:

(1) 当 λ1, λ2, · · · , λn 为特征方程的互不相等的 n 个实根时, 齐次线性差分方程 (2.2) 的
通解为

xt = c1λ
t
1 + c2λ

t
2 + · · ·+ cnλt

n,

式中, c1, c2, · · · , cn 为任意 n 个实常数.

(2) 当 λ1, λ2, · · · , λn 中有相同的实根时, 不妨假设 λ1 = λ2 = · · · = λm 为 m 个相等实

根, 而 λm+1, λm+2, · · · , λn 为互不相等的实根, 则齐次线性差分方程 (2.2) 的通解为

xt = (c1 + c2t + · · ·+ cmtm−1)λt
1 + cm+1λ

t
m+1 + · · ·+ cnλt

n,

式中, c1, c2, · · · , cn 为任意 n 个实常数.

(3) 当 λ1, λ2, · · · , λn 中有复根时, 由于其复根必然成对共轭出现, 故而不妨假设
λ1 = a + ib = reiω, λ2 = a − ib = re−iω 为一对共轭复根, 其中 r =

√
a2 + b2, ω = arccos a

r ,
而 λ3, λ4, · · · , λn 为互不相同的实根. 这时齐次线性差分方程 (2.2) 的通解为

xt = rt(c1eitω + c2e−itω) + c3λ
t
3 + · · ·+ cnλt

n,

式中, c1, c2, · · · , cn 为任意实数.

3. 非齐次线性差分方程的解

求解非齐次线性差分方程 (2.1) 需分三步进行. 第一步根据齐次线性差分方程 (2.2) 的特
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征根的情况确定方程 (2.2) 的通解 x′t; 第二步求出非齐次线性差分方程 (2.1) 的一个特解 x′′t ,
所谓特解就是满足方程 (2.1) 的任意一个解; 第三步写出非齐次线性差分方程 (2.1) 的通解

xt = x′t + x′′t .

例 2.1 求二阶非齐次线性差分方程

xt − 5xt−1 + 6xt−2 = 2t− 7 (2.4)

的通解.

解 原方程 (2.4) 对应的齐次差分方程

xt − 5xt−1 + 6xt−2 = 0 (2.5)

的特征方程为

λ2 − 5λ + 6 = 0. (2.6)

由特征方程 (2.6) 解得两个不等的特征根: λ1 = 2, λ2 = 3. 于是, 齐次差分方程 (2.5) 的通
解为

x′t = c12t + c23t,

其中, c1, c2 为任意常数. 容易观察得非齐次线性差分方程 (2.4) 的一个特解 x′′t = t. 故得方
程 (2.4) 的通解为

xt = c12t + c23t + t.

2.2 自回归模型的概念和性质

本节介绍较为简单的自回归 (autoregressive, AR) 模型以及它的统计性质. 事实上, 如果
把差分方程 (2.1) 中等式右边的 f(t) 换成随机噪声 εt, 那么就变成了随机差分方程. 从数学
上来看, 下面的 AR 模型就是一种特殊的随机差分方程.

2.2.1 自回归模型的定义

设 {xt, t ∈ T} 为一个序列, 则称满足如下结构的模型为 p 阶自回归模型 (p-order

autoregressive model), 简记为 AR(p),

xt = φ0 + φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · ·+ φpxt−p + εt, (2.7)
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其中, φ0, φ1, φ2, · · · , φp 为 p + 1 个固定常数, 并要求 φp 6= 0; {εt} 是均值为零的白噪声序列,
且 εt 与 xt−j (j = 1, 2, · · · ) 无关.

在模型 AR(p) 中, 要求随机干扰项 {εt} 为零均值的白噪声序列, 即满足

E(εt) = 0, Var(εt) = σ2, E(εtεs) = 0, s 6= t,

且当期 (即现在时刻) 的随机干扰 εt 与过去序列值无关, 即 E(xsεt) = 0 (∀s < t).

当 φ0 = 0 时, 自回归模型 (2.7) 称为中心化 AR(p) 模型. 当 φ0 6= 0 时, 自回归模型
(2.7) 称为非中心化 AR(p) 模型, 此时, 令

µ =
φ0

1− φ1 − · · · − φp
, yt = xt − µ

则 {yt} 就为中心化序列. 上述变换实际上就是非中心化序列整体平移了一个常数单位, 这种
整体移动对序列值之间的相关关系没有任何影响, 所以今后在分析 AR 模型的相关关系时,
都简化为中心化模型进行分析.

应用滞后算子, 中心化 AR(p) 模型可表示为

Φ(B)xt = εt,

其中, Φ(B) = − φB − φB
 − · · · − φpB

p 称为 p 阶自回归系数多项式.

例 2.2 设某商品的价格序列为 {xt}, 该商品的需求量为 Qd
t = a − bxt, 而供给量

为 Qs
t = −c + dxt−1. 一种较为理想的经营策略是, 需求量与供给量相等, 从而得到

xt = (a + c)/b− dxt−1/b. 事实上, 商品的需求与供给还可能受到收入、偏好等其他众多非主
要因素的干扰. 干扰项设为 εt, 将其加入模型中有

xt =
a + c

b
− d

b
xt−1 + εt. (2.8)

一般假设 εt ∼ WN(0, σ2), 而且 εt 与 xt−1 不相关是合理的, 此时模型 (2.8) 就是一个非中心
化 AR(1) 模型.

将模型 (2.8) 实施中心化变换, 化为形如

yt = φ1yt−1 + εt (2.9)

的中心化 AR(1) 模型, 可以看到, yt 依赖于 yt−1 和与 yt−1 不相关的扰动 εt.

对模型 (2.9) 进行反复迭代运算, 得到

yt = φ1yt−1 + εt = φ1(φ1yt−2 + εt−1) + εt = φ2
1yt−2 + φ1εt−1 + εt = · · ·

=
∞∑

k=0

φk
1εt−k. (2.10)
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从 (2.10) 式可见, 服从 AR(1) 过程的时间序列 {yt} 经过多次迭代后成为白噪声序列 {εt} 的
加权和. φk

1 描述了第 t− k 期噪声对 yt 的影响. 如果 |φ1| < 1, 意味着随着 k 的增加, 噪声对
yt 的影响越来越弱, 特别是当 k → ∞ 时, 噪声对 yt 的影响趋于零. 在下面我们将看到, 当
|φ1| < 1 时, 服从 AR(1) 模型的时间序列 {yt} 是个平稳的时间序列.

在研究序列的统计性质之前, 一个不错的习惯是首先拟合序列值的走向, 得到一个对数
据感性的观察. 这样做有时对理论分析大有裨益.

在 Python 中, 模块 statsmodels.tsa.api 中的函数 arma generate sample() 能够拟合 AR
模型, 以及后面将要介绍的 MA 模型和 ARMA 模型. 函数 arma generate sample() 的使用
格式为:

import statsmodels.tsa.api as smtsa #导入相应模块, 并简记为 smtsa

smtsa.arma_generate_sample(ar=, ma=, nsample=, scale= )

该函数的参数说明:

- 指定模型系数:

(1) AR(p) 模型为 ar = np.r [1,−φ1,−φ2, · · · ,−φp];

(2) MA(q) 模型为 ma = np.r [1,−θ1,−θ2, · · · ,−θq];

(3) ARMA(p, q) 模型为 (1) 和 (2) 的线性组合.

-nsample: 指定拟合序列的长度.

-scale: 指定拟合序列噪声的标准差, 不特殊指定, 系统默认 scale = 1.

例 2.3 拟合下列 AR 模型, 并绘制时序图:

(1) xt = 0.6xt−1 + εt; (2) xt = xt−1 + εt;

(3) xt = −1.8xt−1 + εt; (4) xt = xt−1 + 0.3xt−2 + εt.

这里 εt ∼ WN(0, σ2).

解 我们用函数 arma generate sample() 拟合这四个序列的序列值, 并绘制时序图, 具体
命令如下, 运行结果见图 2.1.

import statsmodels.tsa.api as smtsa

n = 100; ma = np.r_[1, 0]

ar11 = np.r_[1, -0.6]; ar12 = np.r_[1, -1]

ar13 = np.r_[1, 1.8]; ar14 = np.r_[1, -1, -0.3]

np.random.seed(231) #设定种子

ar1 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar11, ma=ma, nsample=n)

np.random.seed(232)

ar2 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar12, ma=ma, nsample=n)

np.random.seed(233)

ar3 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar13, ma=ma, nsample=n)

np.random.seed(234)

ar4 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar14, ma=ma, nsample=n)
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fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(221)

ax1.plot(ar1, linestyle="-", color="b")

ax1.set_xlabel(xlabel=’(a)’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

ax2 = fig.add_subplot(222)

ax2.plot(ar2, linestyle="-", color="b")

ax2.set_xlabel(xlabel=’(b)’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

ax3 = fig.add_subplot(223)

ax3.plot(ar3, linestyle="-", color="b")

ax3.set_xlabel(xlabel=’(c)’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

ax4 = fig.add_subplot(224)

ax4.plot(ar4, linestyle="-", color="b")

ax4.set_xlabel(xlabel=’(d)’, fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/2_1.png’)

题 (1)的自回归系数 φ1 = 0.6,所以距离时刻 t越远的噪声对 xt 影响越小,时序图 2.1(a)
呈现平稳态势. 题 (2) 的自回归系数 φ1 = 1, 所以噪声对 xt 的影响不随时间的推移而减弱.
我们称这种序列为随机游走 (random walk). 从图 2.1 (b) 可见, 随机游走序列在一定时
间段具有一定的上升或者下降趋势, 也就是运动的方向有一定的持续性. 与图 2.1 (a) 相比,
随机游走并不是围绕某个值上下波动, 而出现了持续偏离, 因此随机游走序列不是平稳序列.
图 2.1 (c) 表明题 (3) 方差逐渐增大, 而图 2.4 (d) 表明题 (4) 的序列值有明显的增加趋势,
故而它们都不是平稳序列.

图 2.1 时序图
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2.2.2 稳定性与平稳性

AR 模型是最常用的拟合平稳序列的模型之一, 但是并非所有 AR 模型都是平稳的, 甚至
有些 AR 模型都不一定是稳定的. 下面我们来学习判别 AR 模型稳定性和平稳性的方法.

1. Green 函数

设 {xt, t ∈ T} 是一个序列, 如果 xt 可表示为零均值白噪声序列 {εt} 的级数和, 即

xt = G0εt + G1εt−1 + G2εt−2 + · · · ,

那么系数函数 Gi (i = 0, 1, 2, · · · ) 称为 Green 函数.

根据 (2.10) 式, AR(1) 序列可以表示为 xt =
∞∑

k=0

φk
1εt−k, 所以 AR(1) 模型的 Green 函

数为 Gk = φk
1 .

下面根据待定系数法, 求中心化 AR(p) 模型的 Green 函数. 显然, 任何一个中心化
AR(p) 序列经过反复迭代运算总可以表示成

xt =
∞∑

k=0

Gkεt−k =
( ∞∑

k=0

GkBk
)
εt. (2.11)

(2.11) 式通常称为 AR 模型的传递形式. 将 (2.11) 式代入 Φ(B)xt = εt 得

(
1−

p∑

i=1

φiB
i
)( ∞∑

k=0

GkBk
)
εt = εt,

整理得
[
G0 +

∞∑

k=1

(
Gk −

k∑

i=1

φ∗i Gk−i

)
Bk

]
εt = εt.

由待定系数法得

Gk −
k∑

i=1

φ∗i Gk−i = 0, k = 1, 2, 3, · · · .

于是得到 Green 函数的递推计算公式

G0 = 1, Gk =
k∑

i=1

φ∗i Gk−i, k = 1, 2, 3, · · · ,

其中, 当 i 6 p 时, φ∗i = φi; 当 i > p 时, φ∗i = 0.

现在分析一下 Green 函数的意义. 从 AR 模型的传递形式 (2.11), 我们可以看到, Green
函数 Gk 是 t− k 时刻的干扰项 εt−k 的权数, |Gk| 越大, 表明过去的干扰对时刻 t 的序列值

影响也越大, 说明系统的记忆性越强. 如果 |Gk| → 0, k →∞, 那么说明过去的干扰的影响逐
渐衰减; 如果当 k →∞ 时, |Gk| 不收敛于零, 那么说明过去干扰的影响不随时间的推移而衰
退. 这样的序列将是不平稳的.
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借助于 Green 函数的概念, 我们可以考查序列如下三种类型的稳定性.

(1) 如果存在常数 M > 0, 使得对于一切 k, |Gk| 6 M , 那么称序列

{
xt =

∞∑

k=0

Gkεt−k

}

是稳定的 (stable).

(2) 如果 k → ∞ 时, |Gk| → 0, 则称序列

{
xt =

∞∑

k=0

Gkεt−k

}
是渐近稳定的 (asymp-

totically stable).

(3) 如果存在常数 a>0, b>0,使得对于一切 k, |Gk|6ae−bk,则称序列

{
xt =

∞∑

k=0

Gkεt−k

}

是一致渐近稳定的 (uniformly asymptotically stable).

2. AR 模型平稳性的判别

下面的定理给出了判别 AR 模型平稳性的充分必要条件.

定理 2.1 设 {xt, t ∈ T} 是一个中心化 AR(p) 模型

Φ(B)xt = εt,

其中 Φ(B) = 1− φ1B − φ2B
2 − · · · − φpB

p, 则 {xt, t ∈ T} 平稳的充分必要条件是

Φ(u) = 1− φ1u− φ2u
2 − · · · − φpu

p = 0

的根在单位圆外.

证明 设 Φ(u) = 0 的 p 个根为 1/λ1, 1/λ2, · · · , 1/λp, 则 Φ(B) 可表示为

Φ(B) = a(− λB)(− λB) · · · (− λpB).

从而

xt = Φ−(B)εt =


a(− λB)(− λB) · · · (− λpB)
εt.

用待定系数法, 得

xt =
p∑

k=1

ak(1− λkB)−1εt,

其中 ak 是有限实数. 于是有

xt =
p∑

k=1

ak

( ∞∑

i=0

λi
kBi

)
εt =

∞∑

i=0

( p∑

k=1

akλi
k

)
εt−i. (2.12)

(2.12) 式是一个白噪声加权和. {xt} 平稳的充分必要条件是权系数绝对收敛于零, 而权
系数绝对收敛于零的充分必要条件是所有的 λi(i = 1, 2, · · · , p) 的绝对值小于 1, 即它的根
1/λi 都在单位圆之外.
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推论 2.1 AR(p) 模型 {xt} 平稳的充要条件是它的齐次线性差分方程 Φ(B)xt = 0 的特
征根都在单位圆内.

证明 根据定理 2.1, 只需证明自回归系数多项式方程 Φ(u) = 0 的根是齐次线性差分方
程 Φ(B)xt = 0 的特征根的倒数即可. 事实上, 设 λi (i = 1, 2, · · · , p) 为齐次线性差分方程
Φ(B)xt = 0 的特征根, 任取一个 λi 代入特征方程, 得

λp
i − φ1λ

p−1
i − φ2λ

p−2
i − · · · − φp = 0.

把 1/λi 代入自回归系数多项式, 得

Φ
( 

λi

)
= 1− φ1

1
λi
− φ2

1
λ2

i

− · · · − φp
1
λp

i

=
1
λp

i

[
λp

i − φ1λ
p−1
i − φ2λ

p−2
i − · · · − φp

]
= 0.

证毕.

根据推论 2.1 知, AR(p) 模型平稳的充要条件是它的齐次线性差分方程的特征根都在单
位圆内, 而特征根是由自回归系数决定的, 因此满足这个条件的自回归系数构成一个集合, 这
个集合我们称为平稳域. 更准确地, 我们有下列定义.

对于一个 AR(p) 模型来讲, 我们称使其特征根都在单位圆内的 p 个系数构成的向量的集

合为 AR(p) 模型的平稳域, 即

{(φ1, φ2, · · · , φp) :特征根都在单位圆内}.

对于低阶 AR 模型用平稳域的方法判别其稳定性更为方便.

例 2.4 求 AR(1) 模型 xt = φ1xt−1 + εt 的平稳域.

解 根据 AR(1)模型的特征方程 λ−φ1 = 0得特征根为 λ = φ1. 再由推论 2.1知, AR(1)
模型平稳的充要条件是 |φ1| < 1, 故而得到 AR(1) 模型的平稳域就是 {φ1 : −1 < φ1 < 1}.
例 2.5 求 AR(2) 模型 xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + εt 的平稳域.

解 设 AR(2) 模型的特征方程 λ2 − φ1λ − φ2 = 0 的两个特征根分别为 λ1 和 λ2, 则根
据推论 2.1 和一元二次方程根与系数的关系知 AR(2) 模型平稳的充要条件为

|φ2| = |λ1λ2| < 1;

φ2 + φ1 = 1− (1− λ1)(1− λ2) < 1;

φ2 − φ1 = 1− (1 + λ1)(1 + λ2) < 1.

于是得到 AR(2) 模型的平稳域

{(φ1, φ2) : |φ2| < 1, φ2 ± φ1 < 1}.
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3. AR 模型平稳性与稳定性的关系

对于 AR 模型来讲, 平稳性与稳定性有如下关系.

定理 2.2 中心化 AR(p) 模型

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · ·+ φpxt−p + εt (2.13)

平稳的充分必要条件是它渐近稳定或一致渐近稳定.

证明 设 λ1, λ2, · · · , λp 是中心化 AR(p) 模型的 p 个特征根, 则根据 (2.12) 式得 Green
函数

Gi =
p∑

k=1

akλi
k, i > 0.

当 AR(p) 模型平稳时, |λk| < 1, k = 1, 2, · · · , p. 记 A = max
16k6p

{|ak|}, B = max
16k6p

{|λk|}, 则得

|Gi| 6 pABi = pAe−(− ln B)i, i > 0. (2.14)

于是得到, 平稳 AR(p) 模型是一致稳定的, 且渐近稳定的.

反之, 若 AR(p) 模型是一致稳定的, 或渐近稳定的, 则

lim
i→∞

|Gi| = 0.

从而, |λk| < 1, k = 1, 2, · · · , p. 因此, AR(p) 模型是平稳的.

不过, 如果 AR(p) 模型仅满足稳定性, 那么不一定是平稳的. 如: 随机游动序列 {yt =
∞∑

i=0

εt−i}, 其中 Gi = 1, 因而是稳定的, 但不是平稳的.

2.2.3 平稳自回归模型的统计性质

1. 均值函数

假如 AR(p) 模型 (2.7) 满足平稳性条件, 在等式两边同时取期望, 得

E(xt) = φ0 + φ1E(xt−1) + φ2E(xt−2) + · · ·+ φpE(xt−p) + E(εt).

根据平稳性条件, 得 E(xt) = µ,∀t ∈ T . 由于 {εt} 是白噪声序列, 所以 E(εt) = 0. 于是, 我
们得到

µ =
φ0

1− φ1 − · · · − φp
.

特别地, 对于中心化 AR(p) 模型, 有 E(xt) = 0.
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2. 方差函数

假如 AR(p) 模型是平稳的, 对其传递形式 (2.11) 两边求方差, 有

Var(xt) =
∞∑

i=0

G2
i Var(εt) = σ2

ε

∞∑

i=0

G2
i ,

其中, {εt} 为白噪声序列. 因为 {xt} 平稳, 所以根据 (2.14) 式, 得

∞∑

i=0

G2
i < +∞.

这表明平稳序列 {xt} 方差恒为常数 σ2
ε

∞∑

i=0

G2
i .

3. 自协方差函数

在中心化 AR(p) 平稳模型 (2.13) 两边同时乘以 xt−k, k > 1, 然后求期望, 得

E(xtxt−k) = φ1E(xt−1xt−k) + · · ·+ φpE(xt−pxt−k) + E(εtxt−k).

根据 AR(p) 模型的定义和平稳性, 得自协方差函数的递推公式:

γ(k) = φ1γ(k − 1) + · · ·+ φpγ(k − p). (2.15)

4. 自相关函数

在自协方差函数递推公式 (2.15) 等号两边同除以方差函数 γ(0), 就得到自相关函数的递
推公式:

ρ(k) = φ1ρ(k − 1) + · · ·+ φpρ(k − p). (2.16)

例 2.6 求平稳 AR(1) 模型 xt = φ1xt−1 + εt 的方差、自协方差函数和自相关函数.

解 由 (2.10) 式知其传递形式为

xt =
∞∑

i=0

φi
1εt−i.

从而 Green 函数 Gi = φi
1, i = 0, 1, 2, · · · , 于是得平稳 AR(1) 模型的方差

Var(xt) =
∞∑

i=0

G2
i Var(εt) =

∞∑

i=0

φ2i
1 σ2

ε =
σ2

ε

1− φ2
1

.

由 (2.15) 式知, 平稳 AR(1) 模型的自协方差函数为

γ(k) = φ1γ(k − 1) = φk
1γ(0) = φk

1

σ2
ε

1− φ2
1

, ∀k > 1,

因而平稳 AR(1) 模型的自相关函数为 ρ(k) = φk
1 , k > 0.
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例 2.7 求平稳 AR(2) 模型 xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + εt 的方差、自协方差函数的递推公

式以及自相关函数的递推公式.

解 根据 Green 函数可推出 AR(2) 模型的方差为

γ(0) =
1− φ2

(1 + φ2)(1− φ1 − φ2)(1 + φ1 − φ2)
σ2

ε .

在 (2.15) 式中, 取 k = 1 得 γ(1) = φ1γ(0) + φ2γ(1), 从而

γ(1) =
φ1γ(0)
1− φ2

.

于是得到平稳 AR(2) 模型的自协方差函数的递推公式为





γ(0) =
1− φ2

(1 + φ2)(1− φ1 − φ2)(1 + φ1 − φ2)
σ2

ε ;

γ(1) =
φ1γ(0)
1− φ2

;

γ(k) = φ1γ(k − 1) + φ2γ(k − 2), k > 2.

自相关函数的递推公式为

ρ(k) =





1, k = 0;

φ1

1− φ2
, k = 1;

φ1ρ(k − 1) + φ2ρ(k − 2), k > 2.

平稳 AR(p) 模型的自相关函数的两个显著性质是, 拖尾性和呈指数衰减. 下面我们简要
说明这两个性质.

从 (2.16) 式可以看出 AR(p) 模型的自相关函数递推公式是一个 p 阶齐次差分方程. 不
妨设它有 p 个互不相同的实特征根 λi (i = 1, 2, · · · , p), 则滞后 k 阶的自相关函数的通解为

ρ(k) = c1λ
k
1 + c2λ

k
2 + · · ·+ cpλ

k
p, (2.17)

其中, ci (i = 1, 2, · · · , p) 是不全为零的任意常数.

通过 (2.17) 式可以看出, ρ(k) 始终非零, 即不会在 k 大于某个值之后就恒为零, 这个性
质称为拖尾性. AR(p) 模型的自相关函数的拖尾性质有直观的解释. 对于平稳 AR(p) 模型

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · ·+ φpxt−p + εt,

虽然表达式直接显示 xt 受当期 εt 和最近 p 期的序列值 xt−1, · · · , xt−p 的影响, 但是 xt−1 也
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会受到 xt−1−p 的影响, 以此类推, xt 之前的每个值 xt−1, xt−2, · · · 对 xt 都会有影响, 这种特
性表现在自相关函数上就是自相关系数的拖尾性.

另外对于平稳 AR(p) 模型而言, 其特征值 |λi| < 1, i = 1, 2, · · · , p, 所以当 k → ∞ 时,
ρ(k) → 0, 且随着时间的推移是呈指数 λk 的速度衰减的. 这种自相关函数以指数衰减的性质
就是 1.5 节中利用自相关图判断平稳序列时所说的 “短期相关性”, 它是平稳序列的一个重要
特征. 这个特征表明只有近期的序列值对现时值的影响比较明显, 间隔越远的过去值对现时
值的影响越小.

例 2.8 观察以下四个平稳 AR 模型的自相关图:

(1) xt = 0.8xt−1 + εt; (2) xt = −0.7xt−1 + εt;

(3) xt = −0.2xt−1 + 0.3xt−2 + εt; (4) xt = 0.2xt−1 − 0.3xt−2 + εt.
其中, {εt} 为标准正态白噪声序列.

解 我们按如下命令绘制出四个自相关图 (见图 2.2).

n = 200; ma = np.r_[1, 0]

ar11 = np.r_[1, -0.8];ar12 = np.r_[1,0.7]

ar13 = np.r_[1,0.2,-0.3];ar14 = np.r_[1,-0.2,0.3,]

np.random.seed(281)

ar1 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar11, ma=ma, nsample=n)

np.random.seed(282)

ar2 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar12, ma=ma, nsample=n)

np.random.seed(283)

ar3 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar13, ma=ma, nsample=n)

np.random.seed(284)

ar4 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar14, ma=ma, nsample=n)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(221)

ACF(ar1, lag=30); ax1.set_xlabel(xlabel=’(1)’, fontsize=17)

ax2 = fig.add_subplot(222)

ACF(ar2, lag=30); ax2.set_xlabel(xlabel=’(2)’, fontsize=17)

ax3 = fig.add_subplot(223)

ACF(ar3, lag=30); ax3.set_xlabel(xlabel=’(3)’, fontsize=17)

ax4 = fig.add_subplot(224)

ACF(ar4, lag=30); ax4.set_xlabel(xlabel=’(4)’, fontsize=17)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/2_2.png’)

从图 2.2 看到, 这四个 AR 模型不论它们具有何种形式的特征根, 它们的自相关函数都
呈现出拖尾性和指数衰减性. 只是由于特征根的不同会导致自相关函数的衰减方式也不一样:
模型 (1) 的自相关函数按负指数衰减到零附近; 模型 (2) 的自相关函数呈现正负相间地衰减;
模型 (3) 的自相关函数具有 “伪周期” 的衰减特征. 模型 (4) 的自相关函数虽然没有明显的衰
减规律, 但是衰减速度非常快. 这些都是平稳模型自相关函数常见的特征.
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图 2.2 平稳时间序列的自相关图

5. 偏自相关函数

由 1.2 节我们知道, 偏自相关函数的概念反映了给定其他变量值的条件下, 第 s 期与第 t

期变量的条件相关系数. 具体地, 对于平稳序列 {xt} 而言, 所谓滞后 k 偏自相关函数就是给

定中间 k − 1 个随机变量 xt−1, xt−2, · · · , xt−k+1 的条件下, xt−k 与 xt 的相关系数, 反映了
剔除中间 k − 1 个变量值的干扰之后, xt−k 对 xt 的纯粹相关影响的度量. 其数学表述是

β(t, t− k) = Cor(xt, xt−k|xt−1, · · · , xt−k+1) =
E[(xt − Ê(xt))(xt−k − Ê(xt−k))]

E[(xt−k − Ê(xt−k))2]
,

其中, Ê(xt) = E[xt|xt−1, · · · , xt−k+1], Ê(xt−k) = E[xt−k|xt−1, · · · , xt−k+1].

对于中心化平稳序列 {xt}, 用过去 k 期序列值 xt−1, xt−2, · · · , xt−k 对 xt 作 k 阶自回归

拟合, 有
xt = φk1xt−1 + φk2xt−2 + · · ·+ φkkxt−k + εt, (2.18)

式中, {εt} 是均值为零的白噪声序列, 且对任意 s < t, E(εtxs) = 0.

以 xt−1, xt−2, · · · , xt−k+1 为条件, 在 (2.18) 式两边同时求条件期望, 得

Ê(xt) = φk1xt−1 + φk2xt−2 + · · ·+ φk(k−1)xt−k+1 + φkkÊ(xt−k) + E(εt|xt−1, · · · , xt−k+1)

= φk1xt−1 + φk2xt−2 + · · ·+ φk(k−1)xt−k+1 + φkkÊ(xt−k). (2.19)

用 (2.18) 式减去 (2.19) 式, 得

xt − Ê(xt) = φkk(xt−k − Ê(xt−k)) + εt. (2.20)
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在等式 (2.20) 两边同时乘以 xt−k − Ê(xt−k), 然后两边同时求期望, 得

E[(xt − Ê(xt))(xt−k − Ê(xt−k))] = φkkE[(xt−k − Ê(xt−k))2],

于是

φkk =
E[(xt − Ê(xt))(xt−k − Ê(xt−k))]

E[(xt−k − Ê(xt−k))2]
= β(t, t− k).

这表明滞后 k 偏自相关函数就是 k 阶自回归模型第 k 个回归系数 φkk 的值. 根据这个性质,
我们可以计算偏自相关函数的值.

现在我们构造序列 {xt} 的最佳 k 阶自回归拟合, 即求使得模型残差的方差

R(φk1, φk2, · · · , φkk) = E
[(

xt −
k∑

i=1

φkixt−i

)2]

最小的参数 φk1, φk2, · · · , φkk.

记

Φ = (φk1, φk2, · · · , φkk), x = (xt−1, xt−2, · · · , xt−k), Γ = (γ(1), γ(2), · · · , γ(k)),

则

R(φk1, φk2, · · · , φkk) = E
[(

xt −ΦxT
)2]

= E
[
x2

t − 2xtΦxT + ΦxTxΦT
]

= γ(0)− 2ΦΓ T + Φ




γ(0) γ(1) · · · γ(k − 1)

γ(1) γ(0) · · · γ(k − 2)

...
...

...

γ(k − 1) γ(k − 2) · · · γ(0)




ΦT.

R(φk1, φk2, · · · , φkk) 关于各变元 φk1, φk2, · · · , φkk 求偏导, 并根据取得极值的必要条件, 得

∂R/∂Φ = −2Γ T + 2




γ(0) γ(1) · · · γ(k − 1)

γ(1) γ(0) · · · γ(k − 2)

...
...

...

γ(k − 1) γ(k − 2) · · · γ(0)




ΦT = 0．
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于是有




1 ρ(1) · · · ρ(k − 1)

ρ(1) 1 · · · ρ(k − 2)

...
...

...

ρ(k − 1) ρ(k − 2) · · · 1




ΦT = ΨT, (2.21)

其中, Ψ = (ρ(1), ρ(2), · · · , ρ(k)). 我们称方程组 (2.21) 为 Yule-Walker 方程. 该方程组的
解 Φ = (φk1, φk2, · · · , φkk) 的最后一个分量 φkk 就是滞后 k 偏自相关函数.

特别地, 若线性方程组 (2.21) 的系数行列式不为零, 则根据 Cramer 法则, 得

φkk =
Dk

D
, (2.22)

其中, D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ(1) · · · ρ(k − 1)

ρ(1) 1 · · · ρ(k − 2)

...
...

...

ρ(k − 1) ρ(k − 2) · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ(1) · · · ρ(1)

ρ(1) 1 · · · ρ(2)

...
...

...

ρ(k − 1) ρ(k − 2) · · · ρ(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

D 为线性方程组 (2.21) 的系数行列式; Dk 为将 D 中的第 k 列换成 ΨT 而其余不变后构成

的行列式.

对于中心化平稳 AR(p) 模型而言, 当 k > p 时, φkk = 0, 即滞后 k 偏自相关函数为 0.
这个性质我们称为平稳 AR(p) 模型的p 步截尾性. 下面我们证明这个性质.

事实上, 对于 AR(p) 模型 (2.7), 我们可作出如下 k 个方程构成的方程组




1 ρ(1) · · · ρ(p− 1)

ρ(1) 1 · · · ρ(p− 2)

...
...

...

ρ(k − 1) ρ(k − 2) · · · ρ(k − p)







φ1

φ2

...

φp




=




ρ(1)

ρ(2)

...

ρ(k)




.

可见右边的列向量是左边系数矩阵的 p 个列向量的非零线性组合. 由 (2.22) 式, 立马得到
Dk = 0, 进而 φkk = 0.

平稳 AR(p) 模型的偏自相关函数的 p 步截尾性、自相关函数的拖尾性和指数衰减性是

其模型识别的重要依据.

例 2.9 分别求中心化平稳 AR(1) 模型:
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xt = φ1xt−1 + εt

和中心化平稳 AR(2) 模型:
xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + εt

的偏自相关函数.

解 根据 (2.22) 式, 我们立刻得到中心化平稳 AR(1) 模型的偏自相关函数为

φkk =





φ1, k = 1;

0, k > 2.

中心化平稳 AR(2) 模型的偏自相关函数为

φkk =





φ1

1− φ2
, k = 1;

φ2, k = 2;

0, k > 2

例 2.10 考查例 2.8 中平稳 AR 模型的偏自相关函数的截尾性.

解 由例 2.9 的结论容易计算出例 2.8 中模型 (1) 和模型 (2) 的偏自相关函数分别为

φkk =





0.8, k = 1;

0, k > 2
和 φkk =





− 0.7, k = 1;

0, k > 2.

模型 (3) 和模型 (4) 的偏自相关函数分别为

φkk =





− 2/7, k = 1;

0.3, k = 2;

0, k > 3

和 φkk =





2/13, k = 1;

− 0.3, k = 2;

0, k > 3.

我们也可以通过绘制偏自相关函数图来观察平稳自回归模型的截尾性. 由于本书之后要
经常绘制偏自相关图, 所以我们先定义函数 PACF():

def PACF(ts, lag=20, xlabel=’’,fname=" "):

lag_pacf = pacf(ts, nlags=lag)

plt.vlines(x=list(range(lag+1)), ymin=np.zeros(lag+1),

ymax=lag_pacf, linewidth=2.0, color=’b’)

plt.axhline(y=0, linestyle=’:’, color=’blue’)

plt.axhline(y=-1.96/np.sqrt(len(ts)),linestyle=’--’,color=’red’)
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plt.axhline(y=1.96/np.sqrt(len(ts)),linestyle=’--’,color=’red’)

plt.title(’’); plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

plt.xlabel(xlabel=xlabel,fontsize=17)

plt.ylabel(ylabel="PACF",fontsize=17)

plt.tight_layout(); plt.savefig(fname=fname)

现在继续例 2.8 的操作, 我们用下列语句绘制偏自相关函数图, 运行结果见图 2.3.

from statsmodels.tsa.stattools import pacf

fig = plt.figure(figsize=(12,6), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(221)

PACF(ar1, lag=30, xlabel=’(1)’)

ax2 = fig.add_subplot(222)

PACF(ar2, lag=30, xlabel=’(2)’)

ax3 = fig.add_subplot(223)

PACF(ar3, lag=30, xlabel=’(3)’)

ax4 = fig.add_subplot(224)

PACF(ar4, lag=30, xlabel=’(4)’)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/2_3.png’)

图 2.3 平稳时间序列的偏自相关图

图 2.3 中的虚线表示正态分布 N(0, 1/n) 的 95% 的置信区间, 这个范围包含在它的 2 倍
标准差范围内. 一般地, 如果偏自相关函数小于 2 倍标准差, 那么我们认为偏自相关函数几乎
为零. 从图 2.3 可以看出, 尽管由于样本的随机性, 样本的偏自相关函数不会和理论计算出的
有一样严格的截尾特性, 但是可以看出两个 AR(1) 模型的样本偏自相关函数一阶显著不为
零, 一阶之后都近似为零; 两个 AR(1) 模型的样本偏自相关函数二阶显著不为零, 二阶之后
都近似为零. 这从直观验证了偏自相关函数的截尾性.
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2.3 移动平均模型的概念和性质

2.2 节我们学习了自回归模型, 主要研究第 t 期的序列值受 t− 1, t− 2, · · · 期序列值以及
当期随机干扰值的影响. 本节主要讨论序列在 t 时刻的值与 t, t − 1, t − 2, · · · 时刻随机干扰
值的相关关系. 这种相关关系主要是通过移动平均 (moving average, MA) 模型来建立的.

2.3.1 移动平均模型的定义

设 {xt, t ∈ T} 是一个时间序列, 称满足如下结构的模型为 q 阶移动平均模型 (q-order

moving average model), 简记为 MA(q),

xt = µ + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q (2.23)

其中, θq 6= 0, 并且 {εt} 是均值为零的白噪声序列.

当 µ = 0 时, 模型 (2.23) 称为中心化 MA(q) 模型. 对于非中心化 MA(q) 模型, 我们做
平移变换 yt = xt − µ, 可将其转化为中心化 MA(q) 模型. 这种中心化变换不会影响序列值之
间的相关关系, 所以此后所说的 MA(q) 模型在没有特殊规定时, 一般都指的是中心化 MA(q)
模型.

应用滞后算子, MA(q) 模型可简单记为

xt = Θ(B)εt (2.24)

式中, Θ(B) = − θB − θB
 − · · · − θqB

q, 被称为 q 阶移动平均系数多项式.

2.3.2 移动平均模型的统计性质

从 MA(q) 模型的定义可以看出, xt 是由有限个白噪声的线性组合构成的, 因此 MA(q)
模型是平稳的. 下面我们来研究 MA(q) 模型的统计性质.

1. 均值函数

在有限阶 MA 模型 (2.23) 两边同时取均值, 得

E(xt) = E(µ + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q) = µ,

即有限阶 MA 模型的均值函数是常数 µ. 特别地, 中心化有限阶 MA 模型的期望为零.

2. 方差函数

在 MA(q) 模型 (2.23) 两边同时取方差, 得

Var(xt) = Var(µ + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q) = (1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q)σ2
ε .

可见 MA(q) 模型的方差也恒为常数.
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3. 自协方差函数

γ(k) = E(xtxt−k)

= E[(εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q)(εt−k − θ1εt−k−1 − · · · − θqεt−k−q)]

=





(1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q)σ2
ε , k = 0;

(
− θk +

q−k∑

i=1

θiθk+i

)
σ2

ε , 1 6 k 6 q;

0, k > q.

(2.25)

由 (2.25) 式可见, MA(q) 模型的自协方差函数具有 q 阶截尾性.

4. 自相关函数

由 (2.25) 式易得

ρ(k) =
γ(k)
γ(0)

=





1, k = 0;

−θk +
q−k∑

i=1

θiθk+i

1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q

, 1 6 k 6 q;

0, k > q.

例 2.11 求 MA(1) 模型: xt = εt − θ1εt−1 和 MA(2) 模型: xt = εt − θ1εt−1 − θ2εt−2

的自相关函数.

解 MA(1) 模型和 MA(2) 模型的自相关函数分别为

ρ(k) =





1, k = 0;

− θ1/(1 + θ2
1), k = 1;

0, k > 2.

和 ρ(k) =





1, k = 0;

(−θ1 + θ1θ2)/(1 + θ2
1 + θ2

2), k = 1;

− θ2/(1 + θ2
1 + θ2

2), k = 2;

0, k > 3.

5. 逆函数

自回归模型传递形式的实质是用过去和现在的干扰项表示当前序列值, 其系数就是 Green
函数. 对于一个移动平均模型来讲, 我们也可以用现在和过去的序列值表示当前干扰项, 即

εt = I(B)xt =
( ∞∑

i=0

IiB
i
)
xt. (2.26)
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我们称 (2.26) 式为平均移动模型的逆转形式, 并称系数 I0 = 1, Ii, i = 1, 2, · · · 为逆函数. 然
而, 并不是所有移动平均模型都可以写成逆转形式.

例 2.12 考查下列两个 MA(1) 模型

xt = εt − θεt−1, (2.27)

和

xt = εt − 1
θ
εt−1. (2.28)

易见模型 (2.27) 和模型 (2.28) 的自相关函数相等. 将它们分别写成自相关模型形式

xt

1− θB
= εt,

和 xt

1− (1/θ)B
= εt.

容易看出, 如果 |θ| < 1, 那么

∞∑

i=0

θiBi =
1

1− θB
,

即模型 (2.27) 具有逆转形式

εt =
∞∑

i=0

θiBixt,

而此时

∞∑

i=0

θ−iBi 发散, 故模型 (2.28) 不具有逆转形式. 反之, 如果 |θ| > 1, 那么

∞∑

i=0

θ−iBi =
1

1− (1/θ)B
,

即模型 (2.28) 具有逆转形式

εt =
∞∑

i=0

θ−iBixt,

而

∞∑

i=0

θiBi 发散, 故模型 (2.27) 不具有逆转形式.

一般地, 若一个 MA 模型具有逆转形式, 我们也称该模型为可逆的; 否则, 称该模型为不
可逆的. 通常情况下, 不同的 MA 模型可以有相同的自相关函数, 但是对于可逆的 MA 模型
来讲, 其自相关函数与该模型是一一对应的. 下面我们分析移动平均模型可逆的条件.

将 MA(q) 模型 (2.24) 表示为
εt =

xt

Θ(B)
, (2.29)

其中, Θ(B) 为模型 (2.24) 所示. 设 1/λi, i = 1, 2, · · · , q 是系数多项式 Θ(B) 的 q 个零点, 则
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(2.29) 式可以表示为
εt =

xt

(1− λ1B)(1− λ2B) · · · (1− λqB)
.

容易看出, (2.29) 式具有逆转形式当且仅当 |λi| < 1, i = 1, 2, · · · , q, 即系数多项式 Θ(B)
的 q 个零点 1/λi, i = 1, 2, · · · , q 在单位圆外. 这个条件我们称为 MA(q) 模型的可逆性条件.

例 2.13 写出 MA(2) 模型

xt = εt − θ1εt−1 − θ2εt−2

的可逆性条件.

解 根据可逆性条件, 得





λ1 + λ2 = θ1;

λ1λ2 = −θ2,

且 |λ1| < 1, |λ2| < 1.

由此计算得出 MA(2) 模型的可逆性条件

|θ2| < 1,且 θ2 ± θ1 < 1.

当 MA(q) 模型 (2.24) 满足可逆性条件时, 它可以写成逆转形式 (2.26). 我们将 (2.26) 式
代入 (2.24) 式, 得

Θ(B)I(B)xt = xt,

将上式展开得 (
1−

q∑

k=1

θkBk
)(

1 +
∞∑

i=1

θiB
i
)
xt = xt.

由待定系数法得逆函数的递推公式为





I0 = 1;

Ii =
i∑

k=1

θ̃kIi−k, i > 1,

其中 θ̃k =





θk, k 6 q;

0, k > q.

例 2.14 判断模型 xt = εt− 0.8εt−1 + 0.64εt−2 的可逆性, 如果可逆, 那么写出该模型的
逆转形式.

解 根据例 2.13 以及

|θ2| = 0.64 < 1,

θ2 + θ1 = −0.64 + 0.8 = 0.16 < 1,
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θ2 − θ1 = −0.64− 0.8 = −1.44 < 1,

可知该模型可逆. 再根据逆函数的递推公式, 以及 θ2 = −0.64 = −0.82 = −θ2
1, 得逆函数为

Ik =





(−1)n0.8k, k = 3n 或 3n + 1 (n = 0, 1, · · · );

0, k = 3n + 2.

从而该模型的逆转形式为

εt =
∞∑

n=0

(−1)n0.83nxt−3n +
∞∑

n=0

(−1)n0.83n+1xt−3n−1.

6. 偏自相关函数的拖尾性

对于可逆的 MA(q) 模型而言, 其逆转形式实质上是个 AR(∞) 模型. 于是根据 AR 模型
偏自相关函数的截尾性知, 可逆的 MA(q) 模型偏自相关函数 ∞ 截尾, 即其偏自相关函数具
有拖尾性.

例 2.15 求 MA(1) 模型: xt = εt − θ1εt−1 的偏自相关函数的表达式.

解 由偏自相关函数的求法可知, 延迟 k 阶偏自相关函数是 Yule-Walker 方程 (2.21) 的
解的最后一个分量 φkk, 于是根据 (2.22) 式有

φ11 = ρ1 =
−θ1

1 + θ2
1

;

φ22 =
−ρ2

1

1− ρ2
1

=
−θ2

1

1 + θ2
1 + θ4

1

;

φ33 =
ρ3
1

1− 2ρ2
1

=
−θ3

1

1 + θ2
1 + θ4

1 + θ6
1

;

...

φkk =
−θk

1

1 + θ2
1 + θ4

1 + · · ·+ θ2k
1

.

从上述 MA(1) 模型的偏自相关函数的表达式, 我们看到其偏自相关函数具有拖尾性. 另
外, 从 MA 模型偏自相关函数图, 也可观察到其偏自相关函数具有拖尾性.

例 2.16 绘制下列 MA 模型的偏自相关函数图, 并观察 MA 模型偏自相关函数的拖尾性.

(1) xt = εt − 0.5εt−1; (2) xt = εt − 0.25εt−1 + 0.5εt−2.

其中, {εt} 是标准正态白噪声序列.

解 应用下列 Python 语句绘制 MA 模型的偏自相关函数图, 运行结果如图 2.4 所示.
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n = 100; ar = np.r_[1, 0]

ma1 = np.r_[1, -0.5]; ma2 = np.r_[1, -0.25, 0.5]

np.random.seed(216)

ma11 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar, ma=ma1, nsample=n)

np.random.seed(217)

ma22 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar, ma=ma2, nsample=n)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

PACF(ma11, lag=30, xlabel=’(1)’)

ax2 = fig.add_subplot(122)

PACF(ma22, lag=30, xlabel=’(2)’, fname=’fig/2_4.png’)

图 2.4 移动平均时间序列的偏自相关图

由图 2.4 可见, 模型 (1) 和模型 (2) 均具有拖尾性.

2.4 自回归移动平均模型的概念和性质

在前面两节我们分别讨论了自回归模型和移动平均模型. 在实际问题中, 我们还经常遇
到这样的序列: 它的当前序列值不仅与以前序列值有关, 而且还与当前以及以前的干扰值有
关. 我们称这样的时间序列为自回归移动平均模型. 具体地, 定义如下.

2.4.1 自回归移动平均模型的定义

设 {xt, t ∈ T} 是一个时间序列, 称满足如下结构的模型为 自回归移动平均 (autore-

gressive moving average, ARMA) 模型, 简记为 ARMA(p, q):

xt = φ0 + φ1xt−1 + · · ·+ φpxt−p + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q, (2.30)

其中, φp 6= 0, θq 6= 0; {εt} 是均值为零的白噪声序列, 且 {εt} 与 {xt−j} (j = 1, 2, · · · ) 无关,
即 E(xsεt) = 0 对 ∀s < t.
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若 φ0 = 0, 该模型称为 中心化 ARMA(p, q) 模型. 由于模型 (2.30) 总可以中心化, 而
且中心化后并不影响序列值之间的相关关系, 所以以下研究的自回归移动平均模型如果不做
特殊约定, 我们自动默认为中心化自回归移动平均模型.

借助于延迟算子, ARMA(p, q) 模型可简记为

Φ(B)xt = Θ(B)εt, (2.31)

其中

Φ(B) = 1− φ1B − φ2B
2 − · · · − φpB

p, 为 p 阶自回归系数多项式;

Θ(B) = 1− θ1B − θ2B
2 − · · · − θqB

q, 为 q 阶移动平均系数多项式.

这里需注意的是模型中要求 Φ(B) 与 Θ(B) 没有公共因子.

容易看出, 当 q = 0 时, ARMA(p, q) 模型就退化成了 AR(p) 模型; 当 p = 0 时,
ARMA(p, q) 模型就退化成了 MA(q) 模型. 因此, AR(p) 模型和 MA(q) 模型是 ARMA(p, q)
模型的特例, 它们都统称为 ARMA 模型. ARMA(p, q) 模型的统计性质由 AR(p) 模型和
MA(q) 模型的统计性质共同决定.

2.4.2 平稳性与可逆性

对于 ARMA(p, q) 模型 (2.31) 来讲, 我们记 yt = Θ(B)εt, 则 {yt} 是均值为零, 方差为固
定常数的平稳序列. 此时, ARMA(p, q) 模型也可表示为 Φ(B)xt = yt. 类似于 AR(p) 模型的
平稳性分析, 我们可推得 ARMA(p, q) 模型平稳性的条件是 Φ(B) = 0 的根都在单位圆外. 可
见, ARMA(p, q) 模型的平稳性完全由其自回归部分的平稳性所决定.

同样地, 我们也容易看出 ARMA(p, q) 模型的可逆性也完全由其移动平均部分决定, 即
ARMA(p, q) 模型的可逆条件是 Θ(B) = 0 的根都在单位圆外.

综上所述, 当 Φ(B) = 0 和 Θ(B) = 0 的根都在单位圆外时, ARMA(p, q) 模型是一个平
稳可逆模型.

2.4.3 Green 函数与逆函数

对于平稳可逆 ARMA(p, q) 模型 (2.31), 它具有如下传递形式

xt = Φ(B)−1Θ(B)εt =
∞∑

i=0

Giεt−i,

其中, Gi (i = 0, 1, 2, · · · ), 就是 Green 函数.

通过待定系数法, 可以推得 ARMA(p, q) 模型 (2.31) 的 Green 函数的递推公式




G0 = 1,

Gk =
k∑

i=1

φ
′
iGk−i − θ

′
k, k > 1,
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式中

φ
′
i =





φi, 1 6 i 6 p,

0, i > p,

且 θ
′
k =





θk, 1 6 k 6 q,

0, k > q.

同样地, 对于平稳可逆 ARMA(p, q) 模型 (2.31), 它具有如下逆转形式

εt = Θ(B)−1Φ(B)xt =
∞∑

i=0

Iixt−i,

其中, Ii (i = 0, 1, 2, · · · ), 就是逆函数.

通过待定系数法, 易得 ARMA(p, q) 模型 (2.31) 的逆函数的递推公式





I0 = 1,

Ik =
k∑

i=1

θ
′
iIk−i − φ

′
k, k > 1,

其中, θ
′
i 和 φ

′
k 的定义同上.

2.4.4 ARMA(p, q) 模型的统计性质

1. 均值

在平稳可逆 ARMA(p, q) 模型

xt = φ0 + φ1xt−1 + · · ·+ φpxt−p + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q

两边求均值, 得

µ = E(xt) =
φ0

1− φ1 − · · · − φp
.

2. 自协方差函数

γ(k) = E(xtxt+k)

= E
[( ∞∑

i=0

Giεt−i

)( ∞∑

j=0

Gjεt+k−j

)]

= E
[ ∞∑

i=0

Gi

∞∑

j=0

Gjεt−iεt+k−j

]

= σ2
ε

∞∑

i=0

GiGi+k.



. 58 . 第 2 章 平稳时间序列模型及其性质

3. 自相关函数

ρ(k) =
γ(k)
γ(0)

=

∞∑

i=0

GiGi+k

∞∑

i=0

G2
i

.

由上式我们看出, ARMA(p, q) 模型的自相关函数拖尾. 这是由于 ARMA(p, q) 模型可以
转化为无穷阶移动平均模型. 同样地, ARMA(p, q) 模型也可以转化为无穷阶自回归模型, 因
此, ARMA(p, q) 模型的偏自相关函数也拖尾.

例 2.17 绘制 ARMA(1, 2) 模型:

xt = 0.8xt−1 + εt − 0.8εt−1 + 0.64εt−2

的自相关函数图和偏自相关函数图, 并观察它们的拖尾性, 其中 {εt} 为标准正态白噪声序列.

解 用下列Python语句,分别绘制自相关函数图和偏自相关函数图,运行结果如图 2.5所示.

n = 200; ar = np.r_[1,-0.8]; ma = np.r_[1, -0.8, 0.64]

np.random.seed(218)

ar1ma2 = smtsa.arma_generate_sample(ar=ar, ma=ma, nsample=n)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ACF(ar1ma2, lag=30)

ax2 = fig.add_subplot(122)

PACF(ar1ma2, lag=30, xlabel=’lag’, fname=’fig/2_5.png’)

图 2.5 自相关图和偏自相关图

由图 2.5 可见, 该模型自相关函数图和偏自相关函数图都具有拖尾性.
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习题 2

第2章学习指导

1. 写出下列模型的滞后算子表达式:

(1) xt = εt + 0.3εt−1 + 0.6εt−2； (2) xt = xt−1 − 0.3xt−2 + 0.7xt−3 + εt；

(3) xt − xt−1 = εt − 0.9εt−4； (4) xt − 0.5xt−1 = εt − 0.2εt−1 + 0.3εt−2.

2. 已知某个平稳 AR(1) 模型为

xt = 0.7xt−1 + εt, εt ∼ WN(0, 1),

求: E(xt),Var(xt), ρ(2) 和 φ22.

3. 已知某个平稳 AR(2) 模型为

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + εt, εt ∼ WN(0, σ2
ε),

且 ρ(1) = 0.5, ρ(2) = 0.3, 求: φ1 和 φ2 的值.

4. 设一个 AR(2) 模型:

(1− 0.5B)(1− 0.3B)xt = εt, εt ∼ WN(0, 1),

求: E(xt),Var(xt), ρ(k) 和 φkk, k = 1, 2, 3.

5. 设一个 AR(2) 模型具有如下形式:

xt = xt−1 + cxt−2 + εt,

其中 {εt} 为零均值白噪声序列, 试确定 c 的取值范围, 以保证 {xt} 为平稳序列, 并给出该序
列 ρ(k) 的表达式.

6. 试证明对任意常数 c, 如下 AR(3) 模型是非平稳的:

xt = xt−1 + cxt−2 − cxt−3 + εt, εt ∼ WN(0, σ2
ε).

7. 已知某中心化 MA(1) 模型一阶自相关系数 ρ(1) = 0.4, 求该模型的表达式.

8. 已知某 MA(2) 模型为

xt = εt − 0.7εt−1 + 0.4εt−2, εt ∼ WN(0, σ2
ε),

求: E(xt),Var(xt), 以及 ρ(k), k > 1.
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9. 已知一个无穷阶的 MA 模型具有如下形式:

xt = εt + C(εt−1 + εt−2 + · · · ), εt ∼ WN(0, σ2
ε),

证明: (1) 对任意非零常数 C, 序列 {xt} 都是非平稳的序列.

(2) 序列 {xt} 的一阶差分序列 {yt} 是平稳序列, 并求 {yt} 的自相关函数表达式.

10. 判别下列模型的平稳性和可逆性, 其中 {εt} 为白噪声序列:

(1) xt = 0.5xt−1 + 1.2xt−2 + εt； (2) xt = 1.1xt−1 − 0.3xt−2 + εt；

(3) xt = εt − 0.9εt−1 + 0.3εt−2； (4) xt = εt + 1.3εt−1 − 0.4εt−2;

(5) xt = 0.7xt−1 + εt − 0.6εt−1； (6) xt = −0.8xt−1 + 0.5xt−2 + εt − 1.1εt−1.

11. 已知某序列的 Green 函数为 G1 = 0.3, Gi = (0.5)i−2, i = 2, 3, · · · , 试求相应的
ARMA 表达式.

12. 设如下 ARMA(1, 1) 模型:

xt = 0.6xt−1 + εt − 0.3εt−1,

确定该模型的 Green 函数, 使该模型可以表示为无穷阶的 MA 模型.

13. 设如下 ARMA(2, 2) 模型:

Φ(B)xt = 3 + Θ(B)εt,

其中, Φ(B) = (1− 0.5B)2, εt ∼ WN(0, σ2
ε), 求: E(xt).



第 3 章 平稳时间序列的建模和预测

第3章数据资源

学习目标与要求

1. 了解平稳时间序列的建模过程．
2. 掌握模型识别的方法．
3. 掌握自回归模型、移动平均模型和自回归移动平均模型未知参数的常用估计方法．
4. 理解自回归模型、移动平均模型和自回归移动平均模型的检验和优化思想．
5. 理解模型预测的准则, 并掌握平稳序列的预测方法．

3.1 自回归移动平均模型的识别

第 2 章我们学习了 ARMA 模型的统计性质, 应用这些统计性质可以对观察值序列进
行预处理. 如果经过数据的预处理判别该序列为平稳非白噪声序列, 那么我们就可以按照
ARMA 模型的统计性质对该序列建模. 建模应该遵循第 1 章所述的建模步骤, 对于 ARMA
模型的建模具体步骤如下:

(1) 根据样本观察值, 计算自相关函数和偏自相关函数的估计值.

(2) 根据自相关函数和偏自相关函数的估计值的性质, 对 ARMA(p, q) 模型进行定阶, 给
出 p, q 的值.

(3) 对模型中的未知参数进行估计.

(4) 对模型进行检验. 如果拟合模型未通过检验, 那么返回到第二步重新定阶, 再次选择
拟合模型.

(5) 模型优化. 如果有多个拟合模型通过了检验, 那么需要从这些模型中选择最优的拟合
模型.

(6) 利用优化后的拟合模型预测序列未来的走势.

下面我们按照上述 ARMA 模型的建模步骤, 讨论平稳序列的建模.

3.1.1 自相关函数和偏自相关函数的估计

设 x1, x2, · · · , xn 是平稳序列 {xt, t ∈ T} 的一个样本, 则我们可以根据如下公式估计出
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该序列的自相关函数

ρ̂(k) =

n−k∑
t=1

(xt − x̄)(xt+k − x̄)

n∑
t=1

(xt − x̄)2
, ∀ 0 < k < n.

将样本的自相关函数代入 Yule-Walker 方程




1 ρ̂(1) · · · ρ̂(k − 1)

ρ̂(1) 1 · · · ρ̂(k − 2)

...
...

...

ρ̂(k − 1) ρ̂(k − 2) · · · 1







φk1

φk2

...

φkk




=




ρ̂(1)

ρ̂(2)

...

ρ̂(k)




. (3.1)

在方程 (3.1) 中, 依次取 k = 1, 2, · · · , n, 并利用如下公式, 求得偏自相关函数的估计值

φ̂kk =
D̂k

D̂
,

其中

D̂ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ̂(1) · · · ρ̂(k − 1)

ρ̂(1) 1 · · · ρ̂(k − 2)

...
...

...

ρ̂(k − 1) ρ̂(k − 2) · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, D̂k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ̂(1) · · · ρ̂(1)

ρ̂(1) 1 · · · ρ̂(2)

...
...

...

ρ̂(k − 1) ρ̂(k − 2) · · · ρ̂(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

3.1.2 模型识别的方法

当估计出模型的自相关函数和偏自相关函数后, 我们可以根据估计值表现出的拖尾和截
尾性质, 估计出合适的自相关阶数 p̂ 和 移动平均阶数 q̂, 从而选择出适当的 ARMA 模型拟合
观察值序列. 我们将这个过程称为模型识别. 可见, 此时模型识别过程就是模型定阶的过程.

自相关函数和偏自相关函数的截尾意味着从某步之后的自相关函数和偏自相关函数为

零, 但是由于样本的随机性, 样本自相关函数和样本偏自相关函数不可能呈现出完美的截尾
情况, 而只可能在零附近区域随机波动. 另一方面, 平稳时间序列具有短期相关性, 即随着延
迟阶数 k 的增大, 样本自相关函数 ρ̂(k) 和样本偏自相关函数 φ̂kk 迅速衰减至零附近波动. 因
此, 我们在定阶时必须考虑, 随着延迟阶数的增大, 样本自相关函数和样本偏自相关函数衰减
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到零附近波动时, 何时可看作样本自相关函数或样本偏自相关函数的截尾, 何时可看作正常
衰减至零值附近的拖尾. 但是这实际上没有绝对的标准, 很大程度上依靠分析人员的主观经
验. 尽管如此, 我们还是可以提供一些理论依据, 帮助人们来做合理分析.

根据 ARMA(p, q) 模型的统计性质, 我们可得到如下定阶原则 (见表 3.1):

表 3.1 ARMA(p, q) 模型定阶原则

模 型 AR(p) MA(q) ARMA(p, q)

ρ̂(k) 拖 尾 截 尾 拖 尾

φ̂kk 截 尾 拖 尾 拖 尾

正如上面所述, 表 3.1 中样本自相关函数 ρ̂(k) 和样本偏自相关函数 φ̂kk 的截尾指的是,
它们的值在零附近区域做小幅波动, 而不是像总体自相关函数和总体偏自相关函数那样具有
严格的截尾. 不过, 我们可以通过研究样本自相关函数 ρ̂(k) 和样本偏自相关函数 φ̂kk 的近似

分布, 来选取适当的阶数.

研究表明, 当样本容量 n 充分大时, 样本自相关函数 ρ̂(k) 近似服从正态分布:

ρ̂(k) ∼ N(0, 1/n);

而样本偏自相关函数 φ̂kk 也近似服从正态分布:

φ̂kk ∼ N(0, 1/n).

根据正态分布的性质, 得

Pr

(|ρ̂(k)| 6 2/
√

n
) ≈ 95.5%;

且

Pr

(|φ̂kk| 6 2/
√

n
) ≈ 95.5%.

因此, 若满足不等式 |ρ̂(k)| 6 2/
√

n 的比例达到了 95.5%, 则可以认为 ρ̂(k) 截尾; 同样地, 若
满足不等式 |φ̂kk| 6 2/

√
n 的比例达到了 95.5%, 则可以认为 φ̂kk 截尾.

在实际应用中, 一般按照 2 倍标准差作为截尾标准, 即如果样本自相关函数 ρ̂(k) 或样本
偏自相关函数 φ̂kk 在最初的 l 阶明显超出 2 倍标准差范围, 而之后几乎 95.5% 的值都落在 2
倍标准差范围内, 而且衰减到 2 倍标准差范围内的速度很快, 则通常可以认为 l 阶截尾.

例 3.1 选择合适的模型拟合 2016 年 1 月至 2017 年 6 月青海省居民消费指数.

解 首先, 读入数据并绘制时序图. 具体命令如下, 运行结果见图 3.1.

qhcpi_df = pd.read_csv(’cpi.csv’, usecols = [’Date’, ’QHCPI’],

index_col = 0)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)
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ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(qhcpi_df, marker = "o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.xaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(3))

ax.set_ylabel(ylabel = "青海省居民消费指数", fontsize = 17)

ax.set_xlabel(xlabel = "时间", fontsize = 17)

plt.xticks(fontsize = 15); plt.yticks(fontsize =1 5)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname = ’fig/3_1.png’)

图 3.1 青海省居民消费指数序列的时序图

时序图 3.1 显示序列具有平稳特征. 然后, 我们做白噪声检验. 具体命令及运行结果
如下:

acorr_ljungbox(qhcpi_df, lags = [6, 12],boxpierce = False,

return_df = True)

输出结果:

lb_stat lb_pvalue

6 15.530496 0.016509

12 35.800803 0.000349

做延迟 6 阶和延迟 12 阶的白噪声检验, 表明该序列为非白噪声序列. 最后, 根据自相关
函数图和偏自相关函数图定阶. 具体命令如下, 运行结果见图 3.2.

fig = plt.figure(figsize = (12,4), dpi = 150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ACF(qhcpi_df,lag=16)

ax2 = fig.add_subplot(122)

PACF(qhcpi_df, lag = 8, xlabel =’lag’,fname = ’fig/3_2.png’)

一方面, 从样本自相关函数图来看, 自相关函数延迟一阶之后, 衰减到 2 倍标准差范围
内; 而样本偏自相关函数图也表明偏自相关函数延迟二阶之后, 完全衰减到 2 倍标准差范围
内. 这些进一步说明该序列具有短期相关性, 显示序列的平稳的特征.

另一方面, 样本自相关函数图衰减到 2 倍标准差范围内值呈现 “伪正弦波动”, 说明自相
关函数呈现拖尾现象; 偏自相关函数图呈现了二阶截尾特征. 因此, 我们可以初步确定拟合模
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图 3.2 青海省居民消费指数序列的自相关图和偏自相关图

型为 AR(2).

例 3.2 选择合适的模型拟合 1956 年至 2016 年某城市各月的交通事故数.

解 读入数据, 并绘制时序图, 观察序列走势. 具体命令如下, 运行结果如图 3.3 所示.

jtsgs_df = pd.read_csv(’SGS.csv’, usecols=[’year’, ’JTSGS’],

index_col=0)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(jtsgs_df, marker="o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.xaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(10))

ax.set_ylabel(ylabel="交通事故数", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/3_3.png’)

图 3.3 1956 年至 2016 年某城市各月的交通事故数的时序图

图 3.3 表明, 序列时序图呈现平稳特征. 下面进行延迟 6 阶和延迟 12 阶的白噪声检验.
具体命令及运行结果如下:
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acorr_ljungbox(jtsgs_df, lags = [1,2,3], boxpierce=True,

return_df=True)

输出结果:

lb_stat lb_pvalue bp_stat bp_pvalue

1 7.138955 0.007543 6.793522 0.009149

2 7.477507 0.023784 7.110232 0.028578

3 7.482251 0.058016 7.114593 0.068334

检验表明, 该序列为非白噪声序列. 下面绘制自相关函数图和偏自相关函数图来进行模
型初步识别. 具体命令如下, 运行结果见图 3.4.

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ACF(jtsgs_df,lag=24)

ax2 = fig.add_subplot(122)

PACF(jtsgs_df,lag=24, xlabel=’lag’, fname=’fig/3_4.png’)

图 3.4 1956 年至 2016 年某城市各月交通事故数的自相关图和偏自相关图

从图 3.4 可见, 自相关函数和偏自相关函数具有短期相关性, 而且自相关函数延迟一阶之
后,呈现明显的截尾特征,偏自相关函数却表现出拖尾形态,因此,初步选定拟合模型为MA(1).

例 3.3 选择合适的模型拟合 1860 年至 1909 年国外某城市火灾发生数.

解 读入数据, 并绘制时序图, 观察序列走势. 具体命令如下, 运行结果如图 3.5 所示.

huozhai_df = pd.read_csv(’huozhai.csv’, usecols=[’year’,’fire’],

index_col=0)

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(jtsgs_df, marker="o", linestyle="-", color=’blue’)

ax.xaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(10))

ax.set_ylabel(ylabel="火灾数", fontsize=17)

ax.set_xlabel(xlabel="年份", fontsize=17)
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plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/3_5.png’)

图 3.5 1860 年至 1909 年国外某城市火灾发生数的时序图

从图 3.5 可以看出, 序列呈现平稳特征. 下面进行延迟 5 阶和延迟 10 阶的白噪声检验.
具体命令及运行结果如下:

acorr_ljungbox(huozhai_df,lags=[5,10],boxpierce=True,return_df=True)

输出结果:

b_stat lb_pvalue bp_stat bp_pvalue

5 36.858889 6.392530e-07 34.457506 0.000002

10 47.515346 7.607979e-07 43.089325 0.000005

检验表明, p 值远远小于 0.05, 该序列为非白噪声序列. 下面绘制自相关函数图和偏自相
关函数图来进行模型初步识别. 具体命令如下, 运行结果如图 3.6 所示.

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax1 = fig.add_subplot(121)

ACF(huozhai_df,lag=24)

ax2 = fig.add_subplot(122)

PACF(huozhai_df,lag=24, xlabel=’lag’, fname=’fig/3_6.png’)

图 3.6 1860 年至 1909 年国外某城市火灾发生数序列的自相关图和偏自相关图
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从图 3.6 可见, 自相关函数和偏自相关函数具有短期相关性, 同时自相关函数和偏自相关
函数都表现出明显的拖尾形态, 因此, 初步选定拟合模型为 ARMA(2,1). 这里需要说明的是,
在实际建模时, 由于 p 和 q 通常较低, 故在自相关函数和偏自相关函数都表现出拖尾时, 可以
由低阶到高阶逐步尝试.

3.2 参数估计

本节主要论述如何基于序列观察值对 ARMA(p, q) 模型的未知参数进行估计. 在本节中,
我们假定已经确定了序列是平稳的时间序列, 并且进行了模型识别, 即确定了自回归阶数 p

和移动平均阶数 q. 本节主要介绍利用矩估计法、最小二乘估计法和极大似然估计法估计
ARMA(p, q) 模型中的未知参数 µ, σ2

ε , θi (i = 1, 2, · · · , q), φk (k = 1, 2, · · · , p).

3.2.1 矩估计法

所谓矩估计法 (moment estimation), 就是令样本矩等于相应的总体矩, 通过求解所得
方程得到未知参数的估计方法. 矩估计法具有简单直观, 计算量相对较小, 且不需要假设总体
分布等优点, 但是矩估计法忽略了观察值序列的其他信息, 因而导致其估计精度不高. 在实际
中, 它常被用来做初始估计, 以确定最小二乘估计或极大似然估计中迭代计算的初值.

1. AR(p) 模型的矩估计

对于 AR(1) 模型: xt = φ1xt−1 + εt, 未知参数为 φ1. 由于 ρ(1) = φ1, 所以用样本自相关
函数 ρ̂(1) 替代总体自相关函数 ρ(1) 后, 得 φ1 的估计 φ̂1:

φ̂1 = ρ̂(1). (3.2)

对于 AR(2) 模型: xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + εt, 未知参数为 φ1, φ2. 根据 Yule-Walker 方
程, 得 




ρ(1) = φ1 + ρ(1)φ2,

ρ(2) = ρ(1)φ1 + φ2.

按照矩估计法的思想, 分别用延迟一阶和延迟二阶的样本自相关函数代替相应的总体自相关
函数, 得 




ρ̂(1) = φ1 + ρ̂(1)φ2,

ρ̂(2) = ρ̂(1)φ1 + φ2.

求解后得到未知参数 φ1, φ2 的矩估计 φ̂1, φ̂2:

φ̂1 = ρ̂(1)
1− ρ̂(2)

1− [ρ̂(1)]2
, φ̂2 =

ρ̂(2)− [ρ̂(1)]2

1− [ρ̂(1)]2
. (3.3)
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对于 AR(p) 模型: xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · ·+ φpxt−p + εt, 未知参数 φ1, φ2, · · · , φp 的

估计类似. 在 Yule-Walker 方程中, 分别用延迟 k (k = 1, 2, · · · , p) 阶的样本自相关函数 ρ̂(k)
代替总体自相关函数 ρ(k), 得到样本 Yule-Walker 方程




1 ρ̂(1) · · · ρ̂(p− 1)

ρ̂(1) 1 · · · ρ̂(p− 2)

...
...

...

ρ̂(p− 1) ρ̂(p− 2) · · · 1







φ1

φ2

...

φp




=




ρ̂(1)

ρ̂(2)

...

ρ̂(p)




. (3.4)

求解线性方程组 (3.4), 得到估计 φ̂1, φ̂2, · · · , φ̂p. 我们称这样得到的估计为Yule-Walker

估计.

2. MA(q) 模型的矩估计

首先考虑 MA(1) 模型: xt = εt − θ1εt−1. 该模型的待估参数是 θ1. 由例 2.11 知

ρ(1) =
−θ1

1 + θ2
1

.

从而得

ρ(1)θ2
1 + θ1 + ρ(1) = 0.

用 ρ̂(1) 替换上面一元二次方程中 ρ(1), 并解之, 得

θ̂1 =
−1±

√
1− 4ρ̂2(1)

2ρ̂(1)
.

考虑到 MA(1) 模型的可逆性条件为 |θ1| < 1, 可得未知参数的估计

θ̂1 =
−1 +

√
1− 4ρ̂2(1)

2ρ̂(1)
.

对于高阶的 MA(q) 模型: xt = εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − −θqεt−q, 其待估参数
θ1, θ2, · · · , θq 的计算较为复杂. 将方程组

ρ(k) =

−θk +
q−k∑

i=1

θiθk+i

1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q

, k = 1, 2, · · · , q,

中的 ρ(k) 用 ρ̂(k) 代替, 求解上述非线性方程组, 就可得未知参数的矩估计 θ̂1, θ̂2, · · · , θ̂q. 但
是解非线性方程组比较麻烦, 一般都是借助数值算法求得的. 同时, 就 MA 模型而言, 用矩估
计法所得估计精确度一般较差, 所以我们不再做进一步探讨.
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3. ARMA(p,q) 模型的矩估计

对于一般的 ARMA(p, q) 模型的矩估计将更为复杂, 且估计精度较差, 所以我们仅以
ARMA(1, 1) 模型的矩估计为例来说明估计过程.

ARMA(1, 1) 模型: xt = φ1xt−1 + εt − θ1εt−1 的待估参数为 φ1, θ1, 故需要构造两个
方程.

由 ARMA(p, q) 模型的自相关函数公式

ρ(k) =

∞∑

i=0

GiGi+k

∞∑

i=0

G2
i

(3.5)

知, 我们需首先确定 ARMA(1, 1) 模型的 Green 函数. 而根据 ARMA 模型 Green 函数的递
推公式, 可推得 ARMA(1, 1) 模型的 Green 函数为





G0 = 1;

Gi = (φ1 − θ1)φi−1
1 , i = 1, 2, · · · .

(3.6)

在 (3.5) 式中分别取 k = 1, 2, 并将 (3.6) 式代入, 得





ρ(1) =
(φ1 − θ1)(1− θ1φ1)

1 + θ2
1 − 2θ1φ1

;

ρ(2) = θ1ρ(1).

(3.7)

在 (3.7) 式中, 分别用 ρ̂(1) 和 ρ̂(2) 替换 ρ(1) 和 ρ(2), 并求解关于 φ1, θ1 的方程组, 结合可
逆性条件: |θ1| < 1, 得到矩估计的唯一解





φ̂1 =
ρ̂(2)
ρ̂(1)

;

θ̂1 =





c +
√

c2 − 4
2

, c 6 −2,

c−√c2 − 4
2

, c > 2,

其中, c =
1 + φ̂2

1 − 2ρ̂(2)

φ̂1 − ρ̂(1)
.

4. 噪声方差 σ2
ε 的矩估计

回顾序列 {xt, t ∈ T} 均值 µ 的估计为

µ̂ = x =
1
n

n∑
t=1

xt,
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方差 σ2
x = γ(0) 的估计为

σ̂2
x =

1
n− 1

n∑
t=1

(xt − x̄)2.

对于 AR(p) 模型而言, 在等式 xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · ·+ φpxt−p + εt 两边同时乘以

xt, 并求期望, 得

γ(0) = φ1γ(1) + φ2γ(2) + · · ·+ φpγ(p) + σ2
ε . (3.8)

将 γ(k) = γ(0)ρ(k) 代入 (3.8) 式, 整理得

γ(0) =
σ2

ε

1− φ1ρ(1)− φ2ρ(2)− · · · − φpρ(p)
. (3.9)

由 (3.9) 式得 σ2
ε 的矩估计为

σ̂2
ε = (1− φ̂1ρ̂(1)− φ̂2ρ̂(2)− · · · − φ̂pρ̂(p))σ̂2

x.

特别地, 对于 AR(1) 模型, 因为 φ̂1 = ρ̂(1), 所以

σ̂2
ε = (1− ρ̂2(1))σ̂2

x.

考虑 MA(q) 模型, 使用 (2.25) 式, 得到 σ2
ε 的矩估计为

σ̂2
ε =

σ̂2
x

1 + θ̂2
1 + θ̂2

2 + · · ·+ θ̂2
q

.

对 ARMA(p, q) 模型, 我们仅以 ARMA(1, 1) 模型: xt = φ1xt−1 + εt − θ1εt−1 为例讨论.
由





E(εtxt) = σ2
ε ,

E(εt−1xt) = (φ1 − θ1)σ2
ε ,

得





γ(0) = E(x2
t ) = φ1γ(1) + [1− θ1(φ1 − θ1)]σ2

ε ;

γ(1) = E(xt−1xt) = φ1γ(0)− θ1σ
2
ε .

(3.10)

解方程 (3.10) 得

σ2
x = γ(0) =

1− 2φ1θ1 + θ2
1

1− φ2
1

σ2
ε . (3.11)
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进一步由 (3.11) 式得

σ̂2
ε =

1− φ̂2
1

1− 2φ̂1θ̂1 + θ̂2
1

σ̂2
x.

最后指出, 对非中心化 ARMA 模型 {xt, t ∈ T}, 总可以进行样本中心化处理, 即令
yt = xt − x, 则 {yt, t ∈ T} 可视为中心化 ARMA 模型.

3.2.2 最小二乘估计

所谓的最小二乘估计 (least squares estimation), 就是使得残差平方和达到最小的未
知参数值. 下面分情况来讨论.

1. AR(p) 模型的最小二乘估计

AR(p) 模型的待估参数为 Φ = (φ1, φ2, · · · , φp). 记 Ft(Φ) = φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · · +
φpxt−p, 则残差项为

εt = xt − Ft(Φ).

条件残差平方和 Q(Φ) 为

Q(Φ) =
n∑

t=p+1

ε2
t =

n∑
t=p+1

(xt − φ1xt−1 − φ2xt−2 − · · · − φpxt−p)2.

按照最小二乘估计的思想, 使得条件残差平方和 Q(Φ) 达到最小的 Φ 的取值 Φ̂ =
(φ̂1, φ̂2, · · · , φ̂p) 就是待估参数的最小二乘估计值.

对于 AR(1) 模型而言, 有

Q(Φ) =
n∑

t=2

ε2
t =

n∑
t=2

(xt − φ1xt−1)2.

根据极值原理, 令

dQ(Φ)
dφ1

= −2
n∑

t=2

(xt − φ1xt−1)xt−1 = 0. (3.12)

求解方程 (3.12), 得

φ̂1 =

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2
t−1

. (3.13)
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由于总体均值为零, 所以样本均值也可近似视为零. 将 (3.13) 式与 ρ̂(1) 的估计式

ρ̂(1) =

n−1∑
t=1

(xt − x̄)(xt+1 − x̄)

n∑
t=1

(xt − x̄)2

相对照, 仅仅分母中缺少了一项 x2
n. 而对于平稳序列来说, n 较大时, 这个缺项可忽略. 因此,

可得

φ̂1 = ρ̂(1). (3.14)

观察 (3.14) 式与 (3.2) 式, 可见对大样本而言, φ1 的最小二乘估计与矩估计是一致的.

考查 AR(2) 模型, 我们有

Q(Φ) =
n∑

t=3

ε2
t =

n∑
t=3

(xt − φ1xt−1 − φ2xt−2)2.

令

∂Q(Φ)
∂φ1

= −2
n∑

t=3

(xt − φ1xt−1 − φ2xt−2)xt−1 = 0. (3.15)

将 (3.15) 式写成

n∑
t=3

xtxt−1 = φ1

n∑
t=3

x2
t−1 + φ2

n∑
t=3

xt−1xt−2. (3.16)

在 (3.16) 式两边同时除以
n∑

t=3

x2
t , 得

n∑
t=3

xtxt−1

n∑
t=3

x2
t

= φ1

n∑
t=3

x2
t−1

n∑
t=3

x2
t

+ φ2

n∑
t=3

xt−1xt−2

n∑
t=3

x2
t

. (3.17)

(3.17) 式左边分子非常接近 ρ̂(1) 的分子, 仅比 ρ̂(1) 分子少一项 x1x2. 同样地, (3.17) 式右边
第二项分子也非常接近 ρ̂(1) 的分子, 仅比 ρ̂(1) 分子少一项 xn−1xn. 同时, (3.17) 式右边第
一项分子与分母仅差一项. 于是在样本容量较大且平稳假设下, 可近似得到如下等式:

ρ̂(1) = φ1 + ρ̂(1)φ2. (3.18)

按照同样的思路, 由 ∂Q(Φ)
∂φ2

= 0, 可推得
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ρ̂(2) = ρ̂(1)φ1 + φ2. (3.19)

可见, (3.18) 式和 (3.19) 式恰好是 AR(2) 模型的样本 Yule-Walker 方程. 求解后得到未知参
数 φ1, φ2 的最小二乘估计 φ̂1, φ̂2. 这与未知参数 φ1, φ2 的矩估计 (3.3) 一样.

可以证明, 在一般的平稳 AR(p) 模型情况下, 可得出完全类似的结论: 未知参数 Φ 的条

件最小二乘估计与其矩估计一样可以通过求解样本 Yule-Walker 方程 (3.4) 得到.

2. MA(q) 模型和 ARMA(p,q) 模型的最小二乘估计

由于随机干扰项是不可观测的, 所以对于 MA(q) 模型和 ARMA(p, q) 模型不能直接实行
最小二乘估计法. 下面我们简述其思想.

从 ARMA(p, q) 模型

xt = φ1xt−1 + · · ·+ φpxt−p + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q (3.20)

得到

εt = xt −
p∑

i=1

φixt−i +
q∑

k=1

θkεt−k. (3.21)

利用 (3.20) 式的逆转形式

εt =
∞∑

i=0

Iixt−i,

将 εt−1, εt−2, · · · , εt−q 代入 (3.21) 式中, 得

εt = xt −
p∑

i=1

φixt−i +
q∑

k=1

θk

∞∑

i=0

Iixt−k−i. (3.22)

由 (3.22) 式可见, t 时刻的误差 εt 是模型未知参数 φ1, φ2, · · · , φp, θ1, θ2, · · · , θq 的非线性函

数, 所以对 MA(q) 模型和 ARMA(p, q) 模型的最小二乘估计是非线性的最小二乘估计. 非线
性的最小二乘估计需要应用诸如 Gauss-Newton、Nelder-Mead 等数值优化算法, 这里就不赘
述了. 感兴趣的读者可参看有关教材.

3.2.3 极大似然估计

所谓的极大似然估计法 (maximum likelihood estimation), 指的是建立在极大似然
准则基础上的估计方法. 极大似然准则认为, 样本来自使得该样本出现概率最大的总体. 因
此, 未知参数的极大似然估计就是使得似然函数 (即联合密度函数) 达到最大的参数值.

使用极大似然估计法必须提前知道总体的分布结构. 在时间序列分析中, 序列总体的具
体分布通常未知, 为了便于分析和计算, 一般假定序列服从多元正态分布.

考虑中心化 ARMA(p, q) 模型 (3.20). 记
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Θ = (φ1, φ2, · · · , φp, θ1, θ2, · · · , θq)T; x = (x1, x2, · · · , xn); Σn = E(xTx) = Ωσ2
ε ,

其中

Ω =




∞∑

i=0

G2
i · · ·

∞∑

i=0

GiGi+n−1

...
...

∞∑

i=0

GiGi+n−1 · · ·
∞∑

i=0

G2
i




,

则似然函数为

L(Θ;x) = p(x1, x2, · · · , xn;Θ)

= (2π)−
n
2 |Σn|− 1

2 exp
{
− xΣ−1

n xT

2

}

= (2π)−
n
2 (σ2

ε)−
n
2 |Ω|− 1

2 exp
{
− xΩ−1xT

2σ2
ε

}
.

令

G(Θ) = xΩ−1xT,

则对数似然函数为

l(Θ;x) = −n

2
ln(2π)− n

2
ln(σ2

ε)− 1
2

ln |Ω| − 1
2σ2

ε

G(Θ).

根据极值原理, 对对数似然函数中的未知参数求偏导, 得到似然方程组





∂l(Θ;x)
∂σ2

ε

= − n

2σ2
ε

+
G(Θ)
2σ4

ε

= 0;

∂l(Θ;x)
∂Θ

= −1
2

∂ ln |Ω|
∂Θ

− 1
2σ2

ε

∂G(Θ)
∂Θ

= 0.

(3.23)

求解似然方程组 (3.23), 就可得到未知参数的极大似然估计 Θ̂. 在求解过程中, 由于
ln |Ω|, G(Θ) 都不是参数的显示表达式, 因此求解似然方程组 (3.23) 通常需要复杂的运算. 在
实际中, 通常都是借助于软件完成的.

3.2.4 应用举例

在 Python中,参数估计可通过调用 statsmodels.tsa模块中的估计类 arima.model.ARIMA()
和它的函数 (也称为方法) fit() 来实现, 其命令格式如下:
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ARIMA(endog, order=, trend= )

常用参数说明:

- endog: 观察值序列的序列名.

- order: 指定模型阶数. order=(p,d,q), 其中 p 为自回归阶数; q 为移动平均阶数; d 为

差分阶数. 差分阶数后面章节才会用到, 在本章取 d = 0.

- trend: 用来决定确定性趋势项. trend=’n’ 表示无趋势项; trend=’c’ 表示有常数趋
势项 (默认选项); trend=’t’ 表示有关于时间 t 的线性趋势项; trend=’ct’ 表示既有常数项,
又有时间 t 的一次项, 此外, 还可定义关于时间 t 的多项式趋势项.

函数 fit() 的参数 method 可指定一些估计方法, 如: ’innovations mle’, ’yule walker’
等, 但并非每个选项都适合所有的模型, 如: ’yule walker’ 仅用于 AR(p) 的估计. 一般情况
下, 我们选择默认值就可以.

例 3.4 确定 2016 年 1 月至 2017 年 6 月青海省居民消费价格指数序列拟合模型的口径
(即对该序列的未知参数进行估计).

解 根据例 3.1, 我们已经将模型识别为 AR(2). 现估计未知参数. 具体命令及运行结果
如下:

from statsmodels.tsa.arima.model import ARIMA

qh_est = ARIMA(qhcpi_df,order=(2,0,0)).fit()

print(qh_est.summary().tables[1]) #显示估计结果

输出结果:

===================================================================

coef std err z P>|z| [0.025 0.975]

-------------------------------------------------------------------

const 101.5001 0.339 299.579 0.000 100.836 102.164

ar.L1 1.0233 0.337 3.038 0.002 0.363 1.683

ar.L2 -0.5067 0.235 -1.166 0.244 -1.358 0.345

sigma2 0.2123 0.083 2.558 0.011 0.050 0.375

===================================================================

根据估计结果, 确定该模型的口径为

xt = 101.5002 + 1.0233xt−1 − 0.5067xt−2 + εt, σ2
ε = 0.2123.

例 3.5 确定 1956 年至 2016 年某城市各月交通事故数序列拟合模型的口径.

解 根据例 3.2, 我们已经将模型识别为 MA(1). 现估计未知参数. 具体命令及运行结果
如下:

jtsgs_est = ARIMA(jtsgs_df, order=(0,0,1)).fit()

print(jtsgs_est.summary().tables[1])
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输出结果:

===================================================================

coef std err z P>|z| [0.025 0.975]

-------------------------------------------------------------------

const 1000.0264 0.052 1.92e+04 0.000 999.924 1000.128

ma.L1 -0.5371 0.133 -4.027 0.000 -0.799 -0.276

sigma2 0.7220 0.173 4.170 0.000 0.383 1.061

===================================================================

根据估计结果, 确定该模型的口径为

xt = 1000.0264 + εt − 0.5371εt−1, σ2
ε = 0.7220.

例 3.6 确定 1860 年至 1909 年国外某城市火灾发生数序列拟合模型的口径.

解 根据例 3.3, 我们已经将模型识别为 ARMA(2, 1). 现估计未知参数. 具体命令及运行
结果如下:

huozhai_est = ARIMA(huozhai_df, order=(2,0,1)).fit()

print(huozhai_est.summary().tables[1])

输出结果:

==================================================================

coef std err z P>|z| [0.025 0.975]

------------------------------------------------------------------

const 1000.4773 0.566 1768.200 0.000 999.368 1001.586

ar.L1 0.4655 0.211 2.203 0.028 0.051 0.880

ar.L2 0.0521 0.180 0.290 0.772 -0.301 0.405

ma.L1 0.9999 34.844 0.029 0.977 -67.293 69.292

sigma2 0.8963 31.267 0.029 0.977 -60.386 62.179

==================================================================

根据估计结果, 确定该模型的口径为

xt = 1000.4773 + 0.4655xt−1 + 0.0521xt−2 + εt + 0.9999εt−1, σ2
ε = 0.8963.

3.3 模型的检验与优化

经过模型识别和参数估计之后, 接下来我们要对模型进行诊断性检验, 即检测已知观测
数据在用既定模型拟合时的合理性. 一个好的拟合模型应该具备如下两个最基本的特征:

(1) 拟合模型应该提取了观察值序列的几乎全部相关信息, 因而拟合残差项中将不再蕴
含相关信息, 也即残差序列应该为白噪声序列.

(2) 拟合模型应该是最精简的模型. 换句话说, 拟合模型不再含有任何冗余参数, 因为参
数个数过多必然影响估计的精度.
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在本节中, 我们就基于以上两点来讨论模型诊断方法. 然后, 利用模型诊断的结论, 提出
改进模型的方法.

3.3.1 残差的检验

如果模型被正确识别, 参数估计足够精确, 那么残差应该具有白噪声的性质, 即残差序列
应表现出独立、同分布、零均值和相同标准差的性质. 反之, 如果残差序列为非白噪声序列,
那就意味着残差序列中还残留着相关信息未被提取, 说明拟合模型不够有效, 需要重新选择
其他模型进行拟合. 因此, 残差的检验指的就是残差序列的白噪声检验.

最简单的残差检验就是观察残差序列的时序图. 如果残差序列的时序图围绕横轴波动,
且波动范围有界, 但是波动既无趋势性, 也无周期性, 表现出较明显的随机性, 那么残差序列
就可能为白噪声序列.

但是较为可靠的检验还是 1.4.3 节引入的白噪声检验. 原假设和备择假设分别为:

原假设 H0 : ρ(1) = ρ(2) = · · · = ρ(m) = 0, ∀m > 1;

备择假设 H1: 至少存在某个 ρ(k) 6= 0, ∀m > 1, k 6 m.

检验统计量取为 QLB:

QLB = n(n + 2)
m∑

k=1

ρ̂2(k)
n− k

∼ χ2(m), ∀m > 0.

这里 ρ(i), ρ̂(i) 分别是残差序列的自相关函数和样本自相关函数.

一般来讲, 当检验的 p 值显著大于显著性水平 0.05 时, 我们就不能拒绝原假设, 也就是
有理由相信原假设成立, 认为序列是白噪声序列; 当检验的 p 值显著小于显著性水平 0.05 时,
我们就拒绝原假设, 从而有理由相信备择假设成立, 认为序列值之间有相关关系, 该序列是非
白噪声序列.

例 3.7 对 2016 年 1 月至 2017 年 6 月青海省居民消费价格指数序列拟合模型的残差序
列进行检验 (也称为模型的显著性检验).

解 接例 3.4, 残差序列检验的具体命令及运行结果如下:

qh_resid = qh_est.resid

acorr_ljungbox(qh_resid,lags=[6,12],boxpierce=True,return_df=True)

输出结果:

lb_stat lb_pvalue bp_stat bp_pvalue

6 4.167642 0.654002 3.148995 0.789927

12 10.428757 0.578401 5.382055 0.943987

可见, 延迟 6 阶和延迟 12 阶的统计量 QLB 和 QBP 的 p 值显著大于显著性水平 0.05,
所以可以认为拟合模型的残差序列是白噪声序列. 这里指出, 上述语句中的第二行是为了屏
蔽一些无用的警告信息.
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3.3.2 过度拟合检验

在模型诊断中, 需要特别引起注意的问题是, 由过度拟合而产生的参数冗余问题. 举个例
子来说明: 对于 ARMA(p, q) 模型: Φ(B)xt = Θ(B)εt, 如果在该模型两边同时乘以 (1− cB),
可得 (1 − cB)Φ(B)xt = (1 − cB)Θ(B)εt. 从数学角度看, 两个模型仍然等同, 但实际上模型
的待估参数增加了, 产生了冗余参数. 由于样本量有限, 参数个数的增加必然导致估计精度的
下降. 因此, 有必要舍弃冗余参数, 精简模型.

为了舍弃对模型影响不显著的参数, 我们做如下参数显著性假设:

原假设 H0 : αi = 0 ←→ 备择假设 H1: αi 6= 0,
其中, αi 是模型第 i 个参数.

可以证明, 第 i 个参数 αi 的 t 检验统计量可按如下方式给出:

t =
φ̂i

σ
,

其中, φ̂i 为该参数的估计值; σ 为该参数估计值的标准差.

一般地, Python 默认输出的参数估计值均显著非零. 如果想要得到 t 统计量的值和检验

的 p 值, 就得动手计算. 下面, 我们编写一个计算 t 统计量 p 值的函数 pt(), 然后利用该函数
检验例 3.4 参数的显著性. 函数 pt() 定义如下:

def pt(x,df):

if(x <= 0):

pv = t.cdf(x,int(df))

else:

pv = t.sf(x,int(df))

return pv

该函数的参数说明:

- x: t 统计量的值.

- df: 自由度.

例 3.8 接例 3.4, 对 2016 年 1 月至 2017 年 6 月青海省居民消费价格指数序列拟合模
型的参数进行显著性检验.

解 参数的显著性检验的具体命令及运行结果如下:

from scipy.stats import t

# ar.L1 系数的显著性检验

t1 = 1.0233/0.337; x = pt(t1,15)

# ar.L2 系数的显著性检验

t2 <- -0.5067/0.235; y = pt(t2,15)

# 常数 const 的显著性检验

t0 <- 101.5001/0.339; z = pt(t0,15)



. 80 . 第 3章 平稳时间序列的建模和预测

print(x,y,z)

输出结果:

0.00416484, 0.02385667, 4.80619609e-30

三个系数检验的 p 值均小于 0.05, 故三个系数均显著非零.

3.3.3 模型优化

由于样本的随机性和定阶过程很大程度上依赖于分析人员的主观判断, 所以在模型识别
时, 可能就会有若干个备选模型符合条件, 而且有时会出现多个模型都通过了检验, 那么现在
的问题是, 到底哪个模型最有效呢? 下面, 我们介绍几个选择模型的方法.

1. 信息准则法

(1) AIC 准则

AIC (Akaike information criterion) 准则是由日本统计学家 Akaike 于 1973 年提出的,
它是基于最小信息量思想的准则.

从统计的观点来看, 一个事件的发生如果给人们带来了信息, 那么就应该认为该事件是
一个随机事件. 显然, 一件为人们所完全预料的事件, 不会给人们带来信息. 假定 A 和 B 是

两个随机事件, 且 Pr(A) > Pr(B), 那么概率小的事件带给人们更多信息. 因此, 事件 B 的信

息比事件 A 的信息多. 一般地, 对于一个事件 A, 我们可以用 − ln(p(A)) 来刻画一个随机事
件 A 的信息量. 这里指出, 对于随机事件 A 来说, p(A) 是其概率; 而对随机变量来说, p(·)
是该随机变量的概率密度函数.

基于上述信息量的考虑, AIC 准则建议评判一个拟合模型的优劣可以从如下两方面考查:

① 似然函数值的大小. 似然函数值越大说明模型拟合的效果越好.

② 模型中未知参数的个数. 模型中未知参数越多, 估计的难度就越大, 相应地, 估计的精
度就越差.

一个好的拟合模型应该兼顾考虑拟合精度和未知参数的个数, 从中选择最优的配置. 基
于此, AIC 函数被提出, 它是拟合精度和参数个数的加权函数:

AIC = −2 ln(模型的极大似然函数值) + 2(模型中未知参数的个数). (3.24)

AIC 准则认为, 使得 AIC 函数 (3.24) 达到最小的模型是最优模型.

考虑 ARMA(p, q) 模型. 从其对数似然函数

l(Θ;x) = −n

2
ln(2π)− n

2
ln(σ2

ε)− 1
2

ln |Ω| − 1
2σ2

ε

G(Θ).

可以证明, l(Θ;x) ∝ −n
2 ln(σ2

ε). 因为中心化 ARMA(p, q)模型的未知参数的个数为 p+q+1,
非中心化 ARMA(p, q) 模型的未知参数的个数为 p + q + 2, 所以可得, 中心化 ARMA(p, q)
模型的 AIC 函数为

AIC = n ln(σ̂2
ε) + 2(p + q + 1).
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非中心化 ARMA(p, q) 模型的 AIC 函数为

AIC = n ln(σ̂2
ε) + 2(p + q + 2).

(2) BIC 准则

AIC 准则为模型选择提供了重要依据, 但是 AIC 准则也有不足之处. 理论上已经证明,
AIC 准则不能给出模型阶的相合估计, 即当样本容量 n 趋于无穷大时, 由 AIC 准则确定的
模型的阶不能收敛到模型的真实阶, 而是比模型真实阶偏高. 为了弥补 AIC 准则的不足,
Akaike 于 1976 年提出了 BIC 准则. 他定义了如下 BIC 函数:

BIC = −2 ln(模型的极大似然函数值) + ln(n)(模型中未知参数的个数). (3.25)

BIC 准则规定, 使得 BIC 函数 (3.25) 达到最小的模型是最优模型. 这里需要指出的是,
Schwarts 在 1978 年基于 Bayes 理论也得出了同样的准则, 所以 BIC 准则也被称为 BSC
准则.

BIC 函数与 AIC 函数相比较不同的地方是, BIC 函数将 AIC 函数中未知参数个数的权
重由常数 2 变成了样本容量的对数 ln(n). 理论上已经证明, BIC 准则确定的最优模型是真实
阶数的相合估计.

根据 BIC 函数的定义, 容易得到中心化 ARMA(p, q) 模型的 BIC 函数为

BIC = n ln(σ̂2
ε) + ln(n)(p + q + 1).

非中心化 ARMA(p, q) 模型的 BIC 函数为

BIC = n ln(σ̂2
ε) + ln(n)(p + q + 2).

在实际应用中, 我们总是从所有通过检验的模型中选择使得 AIC 或 BIC 函数达到最小
的模型为相对最优模型. 这一过程将伴随模型定阶过程反复进行, 直至满意为止.

在 Python 中, 估计参数的同时给出了 AIC、BIC、AICc 和 QHIC 这些信息函数的值.
例如: 在例 3.4 中, 估计参数的同时, 也可以从运行结果中提取 AIC 的值 32.39511, BIC 的值
35.95659, AICc 的值 35.472028, 以及 QHIC 的值 32.88619.

例 3.9 在例 3.1 中, 通过对 2016 年 1 月至 2017 年 6 月青海省居民消费价格指数序列
的自相关函数图和偏自相关函数图的观察, 初步将序列模型识别为 AR(2), 然后在例 3.4 中
进行了未知参数的估计, 最后在例 3.7 和例 3.8 中对模型进行了检验, 并且所建模型通过了
检验.

我们也可将序列识别为 ARMA(2, 1) 模型, 然后对该模型进行估计, 并对估计结果进行
检验. 具体命令及运行结果如下:

qh_est2 = ARIMA(qhcpi_df,order=(2,0,1)).fit()

qh_resid2 = qh_est2.resid
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acorr_ljungbox(qh_resid2, lags=[6,12], boxpierce=True,

return_df=True)

输出结果:

lb_stat lb_pvalue bp_stat bp_pvalue

6 3.028536 0.805257 2.251451 0.895182

12 8.475830 0.746929 4.115004 0.981271

检验结果表明, 用模型 ARMA(2, 1) 拟合序列, 依然通过了模型检验. 进一步, 提取 AIC
函数、BIC 函数、AICc 函数和 QHIC 函数的值. 具体命令及运行结果如下:

print(qh_est2.aic,qh_est2.bic,qh_est2.aicc,qh_est2.hqic)

输出结果:

32.79913, 37.25099, 37.79913, 33.41298

由此可以看出, AIC 函数、BIC 函数、AICc 函数和 QHIC 函数的值比用 AR(2) 拟合序
列的 AIC=32.39511, BIC=35.95659, AICc=35.472028 和 QHIC=32.88619 值都大, 因此, 选
用模型 AR(2) 拟合序列的结果更优.

2. F 检验法

所谓 F 检验法, 就是通过比较 ARMA(p, q) 模型和 ARMA(p − 1, q − 1) 模型的残差平
方和, 并用 F 检验判定阶数降低后的模型与原来模型之间是否存在显著性差异的方法.

设 ARMA(p, q) 模型和 ARMA(p− 1, q− 1) 模型的残差平方和分别为 R0 和 R1; 自由度
分别为 d0 和 d1, 则检验的假设可表示为

原假设 H0 : φp = 0 且 θq = 0 ←→ 备择假设 H1: φp 6= 0 或 θq 6= 0.
构造如下检验统计量:

F =
R1 −R0

d1 − d0

/ R0

n− p− (p + q + 1)
.

原假设为真时, 统计量 F 服从第一自由度为 d1 − d0, 第二自由度为 n− p− (p + q + 1)
的 F (d1− d0, n− p− (p + q + 1)) 分布. 对于显著性水平 α, 可得到临界值 Fα. 当 F > Fα 时,
拒绝原假设, 模型选为 ARMA(p, q) 模型更好些; 当 F 6 Fα 时, 接受原假设, 意味着两个模
型的拟合精度没有显著性差异, 选阶数更低的 ARMA(p − 1, q − 1) 模型更好些. 当然, 也有
可能选 ARMA(p, q − 1) 模型或选 ARMA(p− 1, q) 模型更好些.

3. 残差方差图法

拟合模型与真实数据之间的差异越小, 拟合模型就越有效. 残差是描述拟合模型与真实
数据差异的重要方法, 因而也成为判断拟合模型是否合适的重要标准.

在实际建模时, 我们当然希望模型残差方差尽量小些, 因为残差方差越小说明拟合模型
越有效. 经过证明, 模型的残差方差可以用下式来估计:

σ̂2 =
条件残差平方和

实际观察值个数−模型的参数个数 .

假设样本容量为 n. 对于 AR(p) 模型来说, 模型中有滞后阶数为 1, 2, · · · , p 的项, 所以第
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一个有效观察值应该从 p + 1 期开始, 模型有效的样本容量为 n− p, 估计的参数为 p + 1 个,
因而 AR(p) 模型的残差方差为

σ̂2 =
条件残差平方和

n− p− (p + 1)
.

对于 MA(q) 模型来说, 模型的有效观察值仍为 n 个, 有 q + 1 个待估参数, 因此, MA(q)
模型的残差方差为

σ̂2 =
条件残差平方和

n− (q + 1)
.

对于 ARMA(p, q) 模型来说, 第一个有效观察值仍是从 p + 1 期开始的, 模型的待估参数
有 p + q + 1 个, 因此, ARMA(p, q) 模型的残差方差为

σ̂2 =
条件残差平方和

(n− p)− (p + q + 1)
.

在进行模型选择时, 通常会选择残差方差小的模型. 虽然增加模型的阶数会减少残差方
差, 但是也会导致自由度的损失, 估计精度下降. 所以, 在进行模型选择时, 除了要使得残差方
差尽可能小之外, 还需要使得模型尽可能精简. 在模型残差相差不大的情况下, 尽量选择阶数
低的模型, 以免损失过多的自由度.

4. 自动拟合

按照 ARMA(p, q) 模型的建模过程, 可以根据最小信息量原则编写一个自动拟合建模的
函数 auto arma(). 该函数提供了自动定阶、参数估计和计算信息量的功能, 能够帮助数据分
析人员进行参考分析. 该函数定义如下:

def auto_arma(x,n=10,info="bic"):

pmax = int(len(x)/n) #阶数一般不超过序列长度的十分之一

qmax = int(len(x)/n)

bic_matrix = []

for p in range(pmax+1):

temp= []

for q in range(qmax+1):

try:

if(info == "bic"):

temp.append(ARIMA(nxcpi_df,order=(p, 0, q)).fit().bic)

else:

temp.append(ARIMA(nxcpi_df,order=(p, 0, q)).fit().aic)

except:

temp.append(None)

bic_matrix.append(temp)

bic_matrix = pd.DataFrame(bic_matrix)
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p,q = bic_matrix.stack().astype(’float64’).idxmin()

print(’最小的p值 和 q 值: %s,%s’ %(p,q))

model = ARIMA(nxcpi_df,order=(p,0,q)).fit()

return model.summary().tables[1]

该函数的参数说明:

- x: 需要建模的序列名.

- n: 将序列长度的 n 分之一作为自相关系数和移动平均系数的最高阶数, 不特殊指定的
话, 默认值为 10.

- info: 指定信息量准则. info 有 "aic" "bic" 两个选项. 默认值为 BIC 准则.

例 3.10 使用函数 auto arma() 对 2016 年 1 月至 2017 年 6 月宁夏回族自治区居民消
费价格指数序列进行自动拟合.

解 自动拟合的具体命令及运行结果如下:

nxcpi_df = pd.read_csv(’cpi.csv’, usecols=[’Date’,’NXCPI’],

index_col=0)

auto_arma(nxcpi_df, 5, info="bic")

输出结果:

最小的p值 和 q 值:0,1

coef std err z P>|z| [0.025 0.975]

const 101.4093 0.251 404.254 0.000 100.918 101.901

ma.L1 0.5277 0.342 1.541 0.123 -0.143 1.199

sigma2 0.4106 0.174 2.364 0.018 0.070 0.751

自动拟合表明, 软件程序自动识别为 MA(1) 模型.

3.4 序列的预测

时间序列分析的最终目的之一是预测序列未来的变化、发展. 所谓预测 (forecast), 就是
根据现在与过去的随机序列的样本取值, 对未来某个时刻序列值进行估计. 目前, 许多预测方
法都是从线性预测的理论中发展而来的. 对于平稳序列来讲, 最常用的预测方法是线性最小
方差预测. 线性是指预测值是观察值的线性函数, 最小方差是指预测的均方误差达到最小.

3.4.1 预测准则

设 xt, xt−1, · · · , xt−n (n可以有限, 也可以无限) 是时间序列 {xt} 的观察值, 也称为该序
列的历史信息, 简记为 Θt. 根据历史信息 Θt, 对将来某时刻 t + l (l > 0) 的序列值 xt+l 进行

估计, 称为序列的第 l 步预测, 预测值记为 x̂t+l. 显然, 预测值 x̂t+l 应该是关于历史信息 Θt

的函数, 因此, 预测实质上就是求一个函数 f , 使得

x̂t+l = f(Θt).
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习惯上, 称上述函数为预测函数.

预测的准确程度是由预测误差

et(l) = xt+l − x̂t+l

决定的, 因此预测函数的选取应该使得预测误差尽可能地小. 于是, 需要确定一种准则, 使得
依据这种准则能够衡量采用某种预测函数所得的预测误差比采用其他预测函数所得的预测误

差小.

在统计上, 我们一般用均方误差来衡量一个估计量的好坏. 所谓均方误差 (mean

squared error), 就是误差平方的期望, 即

E[et(l)]2 = E(xt+l − x̂t+l)2 = E[xt+l − f(Θt)]2. (3.26)

一般地, 均方误差越小, 估计量越准确, 因此, (3.26) 式可选作我们的预测准则. 下面我们来
求在这个预测准则下的最佳预测, 也称为最小均方误差 (minimum mean square error)

预测.

设 f(Θt) 为 xt+l 的任一预测, 根据 (3.26) 式得

E[xt+l − f(Θt)]2 = E[xt+l − E(xt+l|Θt) + E(xt+l|Θt)− f(Θt)]2

= E[xt+l − E(xt+l|Θt)]2 + 2E{[xt+l−E(xt+l|Θt)][E(xt+l|Θt)−f(Θt)]}+

E{[E(xt+l|Θt)− f(Θt)]2} (3.27)

记

ηt+l = [xt+l − E(xt+l|Θt)][E(xt+l|Θt)− f(Θt)],

则有

E(ηt+l|Θt) = [E(xt+l|Θt)− f(Θt)]E{[xt+l − E(xt+l|Θt)]|Θt} = 0.

进而得到

E(ηt+l) = E[E(ηt+l|Θt)] = 0. (3.28)

将 (3.28) 式代入 (3.27) 式得

E[xt+l − f(Θt)]2 = E[xt+l − E(xt+l|Θt)]2 + E{[E(xt+l|Θt)− f(Θt)]2}

> E[xt+l − E(xt+l|Θt)]2.
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于是得到最小均方误差预测

f(Θt) = E(xt+l|Θt). (3.29)

可见, 最小均方误差预测是 xt+l 关于 Θt 的条件期望. 这种预测具有许多优良的性质, 但是
计算较为复杂.

事实上, 对于平稳序列来讲, 我们更有兴趣在 Θt 的线性函数类中寻求 xt+l 的最佳预测,
换句话说, 就是寻找 xt, xt−1, · · · , xt−n (n可以有限, 也可以无限) 的线性函数

x̂t+l = f(Θt) = αTΘt = α0xt + α1xt−1 + · · · ,

使得 (3.26)式达到最小, 也即在 Θt 张成的线性空间 span{Θt}中, 寻找使得 (3.26)式达到最
小的 Θt 的线性组合. 我们称这种预测为线性最小方差 (linear minimum variance) 预测.

现在我们来寻找 xt+l 的线性最小方差预测. 为此, 首先引入投影的概念. 对于线性空间
span{Θt} 中的元素 x̂′t+l = αTΘt 来说, 如果满足

E[(xt+l −αTΘt)ΘT
t ] = 0T, (3.30)

那么我们称 x̂′t+l 为 xt+l 在 span{Θt} 中的投影 (projection).

下面我们证明, xt+l 在 span{Θt} 中的投影 x̂′t+l 就是我们想要寻找的 xt+l 的线性最小

方差预测.

设 βTΘt ∈ span{Θt} 是 xt+l 的任意一个预测, 则

E(xt+l − βTΘt)2 = E(xt+l −αTΘt + αTΘt − βTΘt)2

= E(xt+l −αTΘt)2 + 2E[(xt+l −αTΘt)(αTΘt − βTΘt)] +

E(αTΘt − βTΘt)2. (3.31)

(3.31) 式右边中间项为

E[(xt+l −αTΘt)(α− β)TΘt] = E{[(xt+l −αTΘt)ΘT
t ](α− β)} = 0. (3.32)

将 (3.32) 式代入 (3.31) 式中, 得

E(xt+l − βTΘt)2 = E(xt+l −αTΘt)2 + E(αTΘt − βTΘt)2. (3.33)

从 (3.33) 式可以看到, 当

αTΘt = βTΘt

时, E(xt+l −βTΘt)2 达到最小值, 所以 xt+l 在 span{Θt} 中的投影 x̂′t+l = αTΘt 为 xt+l 的

线性最小方差预测.
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3.4.2 自回归移动平均模型的预测

上一小节中, 我们讨论了一般序列预测的思想. 对于 ARMA(p, q) 模型来讲, 通过其传递
形式和逆转形式可以更容易求出它的线性最小方差预测值.

1. 线性最小方差预测

设平稳可逆的 ARMA(p, q) 模型的传递形式为

xt =
∞∑

i=0

Giεt−i, (3.34)

其中, {Gi} 是 Green 函数. 假如我们具有一直到 t 期的 ε 观察值 {εt, εt−1, εt−2, · · · }, 则根据
(3.29) 式知, xt+l 的线性最小方差预测 x̂t+l 具有如下形式:

x̂t+l = E(xt+l|εt, εt−1, εt−2, · · · ) =
∞∑

i=0

Gl+iεt−i. (3.35)

因为预测误差

xt+l − x̂t+l = xt+l − E(xt+l|εt, εt−1, εt−2, · · · ) = εt+l + G1εt+l−1 + · · ·+ Gl−1εt+1

与 {εt, εt−1, εt−2, · · · } 满足 E[(xt+l − x̂t+l)εt−k] = 0, k = 0, 1, 2, · · · , 所以由 (3.30) 式知 x̂t+l

是 xt+l 在线性空间 span{εt, εt−1, εt−2, · · · } 上的投影, 故 x̂t+l 是 xt+l 的线性最小方差预测.
此时, 预测误差的均值和方差分别为

E[et(l)] = E(xt+l − x̂t+l) = 0

和

E[et(l)]2 = E(xt+l − x̂t+l)2 =
l−1∑

i=0

G2
i σ

2
ε .

再设平稳可逆的 ARMA(p, q) 模型的逆转形式为

εt =
∞∑

j=0

Ijxt−j , (3.36)

其中, {Ij} 是逆转函数. 将 (3.36) 式代入 (3.35) 式, 得

x̂t+l =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

Gl+iIjxt−i−j . (3.37)

将 (3.37) 式简记为

x̂t+l =
∞∑

k=0

Cl+kxt−k.
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由 (3.34) 式得

xt+l =
∞∑

i=0

Giεt+l−i =
l−1∑

i=0

Giεt+l−i +
∞∑

i=l

Giεt+l−i = et(l) + x̂t+l.

于是可推得

E(xt+l|xt, xt−1, · · · ) = E[et(l)|xt, xt−1, · · · ] + E[x̂t+l|xt, xt−1, · · · ] = x̂t+l (3.38)

和

Var(xt+l|xt, xt−1, · · · ) = Var[et(l)|xt, xt−1, · · · ] + Var[x̂t+l|xt, xt−1, · · · ] = Var[et(l)]. (3.39)

(3.38) 式再次说明 x̂t+l 是 xt+l 的线性最小方差预测. (3.39) 式说明在此预测下的方差
只与预测步长 l 有关, 而与预测起始点 t 无关. 预测步长 l 越大, 预测值的方差也越大, 因而
为了保证预测精度, 时间序列数据只适合做短期预测.

在正态假设下, 有
xt+l|xt, xt−1, · · · ∼ N(x̂t+l,Var[et(l)]),

因而, xt+l|xt, xt−1, · · · 的置信水平为 1− α 的置信区间为

(
x̂t+l − z1−α/2 · σ2

ε

l−1∑

i=0

G2
i , x̂t+l + z1−α/2 · σ2

ε

l−1∑

i=0

G2
i

)
.

2. AR(p) 模型的预测

设 {xt, t ∈ T} 是 AR(p) 模型, 则由 (3.38) 式得

x̂t+l = E(xt+l|xt, xt−1, · · · )

= E(φ1xt+l−1 + · · ·+ φpxt+l−p + εt+l|xt, xt−1, · · · )

= φ1x̂t+l−1 + φ2x̂t+l−2 + · · ·+ φpx̂t+l−p,

其中

x̂t+i =





x̂t+i, i > 1;

xt+i, i 6 0.

预测方差为

Var[et(l)] =
l−1∑

i=0

G2
i σ

2
ε , l > 1.

3. MA(q) 模型的预测

设 {xt, t ∈ T} 是 MA(q) 模型, 则由 (3.35) 式和 (3.38) 式知, 在条件 xt, xt−1, · · · 下,
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xt+l 的预测值等于在条件 εt, εt−1, εt−2, · · · 下, xt+l 的预测值. 而未来时刻的随机扰动
εt+1, εt+2, εt+3, · · · 是不可观测的, 属于预测误差.

当预测步长 l 小于或等于 MA(q) 模型的阶数 q 时, xt+l 可分解为

xt+l = µ + εt+l − θ1εt+l−1 − · · · − θqεt+l−q

= (εt+l − θ1εt+l−1 − · · · − θl−1εt+1) + (µ− θlεt − · · · − θqεt+l−q)

= et(l) + x̂t+l.

当预测步长 l 大于 MA(q) 模型的阶数 q 时, xt+l 写为

xt+l = (εt+l − θ1εt+l−1 − · · · − θqεt+l−q) + µ

= et(l) + x̂t+l.

于是, MA(q) 模型 l 步的预测值为

x̂t+l =





µ− θlεt − · · · − θqεt+l−q, l 6 q;

µ, l > q.

可见, MA(q) 模型只能预测 q 步之内的序列值. q 步之外的序列值都是 0.

预测方差为

Var[et(l)] =





σ2
ε(1 + θ2

1 + · · ·+ θ2
l−1), l 6 q;

σ2
ε(1 + θ2

1 + · · ·+ θ2
q), l > q.

4. ARMA(p,q) 模型的预测

设 {xt, t ∈ T} 是 ARMA(p, q) 模型, 则由 (3.38) 式得

x̂t+l = E(xt+l|xt, xt−1, · · · )

= E(φ1xt+l−1 + · · ·+ φpxt+l−p + εt+l − θ1εt+l−1 − · · · − θqεt+l−q|xt, xt−1, · · · )

=





p∑

k=1

φkx̂t+l−k −
q∑

i=l

θiεt+l−i, l 6 q;

p∑

k=1

φkx̂t+l−k, l > q.
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其中

x̂t+i =





x̂t+i, i > 1;

xt+i, i 6 0.

预测方差为

Var[et(l)] =
l−1∑

i=0

G2
i σ

2
ε , l > 1.

例 3.11 假定 Acme 公司的年销售额 (单位: 百万美元) 符合 AR(2) 模型:

xt = 5 + 0.6xt−1 + 0.3xt−2 + εt, εt ∼ N(0, 2).

已知 2005 年、2006 年和 2007 年的销售额分别是 900 万美元、1100 万美元和 1000 万美元,
那么

(1) 预测 2008 年和 2009 年的销售额;

(2) 确定 2008 年和 2009 年的销售额的 95% 的置信区间.

解 (1) 计算预测值:

2008 年的销售额: x̂2008 = 5 + 0.6x2007 + 0.3x2006 = 935;

2009 年的销售额: x̂2009 = 5 + 0.6x̂2008 + 0.3x2007 = 866.

(2) 确定置信区间:

根据 Green 函数的递推计算得

G0 = 1; G1 = φ1G0 = 0.6; G2 = φ1G1 + φ2G0 = 0.66.

由预测方差公式得

Var[e2007(1)] = G2
0σ

2
ε = 2;

Var[e2007(2)] = (G2
0 + G2

1)σ
2
ε = 2.72.

于是得 2008 年销售额的 95% 的置信区间为

(935− 1.96
√

2, 935 + 1.96
√

2) = (932.23, 937.77);

2009 年销售额的 95% 的置信区间为

(866− 1.96
√

2.72, 866 + 1.96
√

2.72) = (862.77, 869.23).

例 3.12 假定 Deere 公司生产的某零件月不合格率符合 ARMA(1,1) 模型:

xt = 0.5xt−1 + εt − 0.25εt−1, εt ∼ N(0, 0.2).



3.4 序列的预测 . 91 .

已知 1 月的不合格率为 6%, 误差为 0.015, 请预测未来 3 个月不合格率的 95% 的置信
区间.

解 未来 3 个月不合格率的预测值:

2 月不合格率: x̂2 = 0.5x1 − 0.25ε1 = 0.02625;

3 月不合格率: x̂3 = 0.5x̂2 = 0.013125;

4 月不合格率: x̂4 = 0.5x̂3 = 0.0065625.

根据 Green 函数的递推计算得

G0 = 1; G1 = φ1G0 − θ1 = 0.25; G2 = φ1G1 = 0.125.

由预测方差公式得

Var[e1(1)] = G2
0σ

2
ε = 0.2;

Var[e1(2)] = (G2
0 + G2

1)σ
2
ε = 0.2125;

Var[e1(3)] = (G2
0 + G2

1 + G2
2)σ

2
ε = 0.215625.

于是得 2 月不合格率的 95% 的置信区间为

(0.02625− 1.96
√

0.2, 0.02625 + 1.96
√

0.2) = (−0.8503, 0.9028);

3 月不合格率的 95% 的置信区间为

(0.013125− 1.96
√

0.2125, 0.013125 + 1.96
√

0.2125) = (−0.8904, 0.9166);

4 月不合格率的 95% 的置信区间为

(0.0065625− 1.96
√

0.215625, 0.0065625 + 1.96
√

0.215625) = (−0.9034, 0.9177).

在 Python 中, 我们可以使用函数 get prediction() 进行预测, 得到预测值和相应的置信
区间. 具体使用方法, 见下面的例 3.13.

例 3.13 使用在例 3.4 中所建立的模型, 预测 2017 年 7 月至 2017 年 12 月青海省居民
的消费价格指数.

解 利用例 3.4 所建立的 AR(2) 模型, 进行未来 6 期的预测, 并分别给出置信水平分别
为 80% 和 95% 的置信区间. 具体命令及运行结果如下:

qh_pred = qh_est.get_prediction(start=19,end=24)

confint1 = qh_pred.conf_int(alpha=0.20) #80%的置信区间

confint2 = qh_pred.conf_int(alpha=0.05) #95%的置信区间

confint = pd.concat([confint1,confint2],axis=1,ignore_index=False)



. 92 . 第 3 章 平稳时间序列的建模和预测

print(confint) #拼接之后输出

输出结果:

lower 80% upper 80% lower 95% upper 95%

19 100.968630 102.658209 100.521426 103.105414

20 100.737489 102.543611 100.259438 103.021663

21 100.581793 102.388378 100.103619 102.866552

22 100.499388 102.327780 100.015441 102.811726

23 100.492038 102.346331 100.001236 102.837132

24 100.529953 102.392334 100.037010 102.885277

利用预测结果, 可以直接绘制预测图进行观察 (见图 3.7).

fig = plt.figure(figsize=(12,4), dpi=150)

ax = fig.add_subplot(111)

ax.plot(qhcpi_df[1:], color=’red’)

qh_pred.predicted_mean.plot(ax=ax, color=’b’, linestyle=’--’)

ax.fill_between(confint1.index,confint1.iloc[:,0],

confint1.iloc[:,1], color=’k’, alpha=.1)

ax.fill_between(confint2.index, confint2.iloc[:,0],

confint2.iloc[:,1], color=’k’,alpha=.1)

ax.set_xlabel(xlabel="时间", fontsize=17)

plt.legend(loc=2, labels=[’真实值’,’ 预测值’],fontsize=12)

plt.xticks(fontsize=15); plt.yticks(fontsize=15)

fig.tight_layout(); plt.savefig(fname=’fig/3_7.png’)

图 3.7 2017 年 7 月至 2017 年 12 月青海省居民的消费价格指数的预测图

习题 3第3章学习指导

1. 简述平稳时间序列建模步骤.

2. AR 模型、MA 模型和 ARMA 模型的自相关函数和偏自相关函数各有什么特点?
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3. 考虑满足下式的 AR(2) 模型 {xt}:

xt − φxt−1 − φ2xt−2 = εt, εt ∼ WN(0, σ2)

(1) 当 φ 取什么值时, 这是一个平稳过程?

(2) 下列样本矩是观测到 x1, x2, · · · , x200 后计算得到的: γ̂0 = 6.06, ρ̂1 = 0.687, ρ̂2 =
0.610, 通过 Yule-Walker 方程, 求 φ 和 σ2 的估计值. 如果求出的解不止一组, 选择其一使得
过程是平稳的.

4. 假设时间序列 {xt} 服从 AR(1) 模型:

xt = φxt−1 + εt

其中, {εt} 为白噪声序列, E(εt) = 0, Var(εt) = σ2, x1, x2 (x1 6= x2) 为来自上述模型的样本
观察值, 试求: 模型参数 φ, σ2 的极大似然估计.

5. 表 3.2 为某地区连续 74 年谷物产量 (单位: 103t)

表 3.2 某地区连续 74 年谷物产量 (行数据)

0.97 0.45 1.61 1.26 1.37 1.43 1.32 1.23 0.84 0.89 1.18 1.33 1.21

0.98 0.91 0.61 1.23 0.97 1.10 0.74 0.80 0.81 0.80 0.60 0.59 0.63

0.87 0.36 0.81 0.91 0.77 0.96 0.93 0.95 0.65 0.98 0.70 0.86 1.32

0.88 0.68 0.78 1.25 0.79 1.19 0.69 0.92 0.86 0.86 0.85 0.90 0.54

0.32 1.40 1.14 0.69 0.91 0.68 0.57 0.94 0.35 0.39 0.45 0.99 0.84

0.62 0.85 0.73 0.66 0.76 0.63 0.32 0.17 0.46

(1) 判断该序列的平稳性和纯随机性.

(2) 选择适当模型拟合该序列的发展.

(3) 利用拟合模型, 预测该地区未来 5 年谷物产量.

6. 某城市过去 63 年中每年降雪量数据 (单位: mm) 如表 3.3 所示.

表 3.3 某城市过去 63 年中每年降雪量数据 (行数据)

126.4 82.4 78.1 51.1 90.9 76.2 104.5 87.4 110.5 25 69.3 53.5

39.8 63.6 46.7 72.9 79.6 83.6 80.7 60.3 79 74.4 49.6 54.7

71.8 49.1 103.9 51.6 82.4 83.6 77.8 79.3 89.6 85.5 58 120.7

110.5 65.4 39.9 40.1 88.7 71.4 83 55.9 89.9 84.8 105.2 113.7

124.7 114.5 115.6 102.4 101.4 89.8 71.5 70.9 98.3 55.5 66.1 78.4

120.5 97 110

(1) 判断该序列的平稳性和纯随机性.

(2) 如果序列平稳且非白噪声, 选择适当模型拟合该序列的发展.

(3) 利用拟合模型, 预测该城市未来 5 年的降雪量.

7. 求: MA(2) 模型的 1 期、2 期和 3 期预测 x̂t+1, x̂t+2, x̂t+3 的表达式. 这些预测的误差
方差是多少? 当 h > 3 时, t + h 期的预测误差方差是多少?



. 94 . 第 3 章 平稳时间序列的建模和预测

8. 已知 ARMA(1, 1) 模型:

xt − xt−1 = εt − θ1εt−1.

(1) 求预测公式 x̂t+1 = x̂t + (1− θ1)(xt − xt−1);

(2) 若已知 xt−4 = 460, xt−3 = 457, xt−2 = 452, xt−1 = 459, xt = 462, 且 θ1 = 0.1, 试求:
x̂t+i, i = 1, 2, 3.
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