
第3章 正规表达式与正规语言

除了上下文无关语言,本书重点讨论的另一类语言是正规语言。第2章介绍过,正规文

法对应的语言称为正规语言。除正规文法外,重要的正规语言计算模型还包括有限状态自

动机与正规表达式,如图3.1所示。本章介绍正规表达式的内容,第4章将介绍三类有限状

态自动机模型:确定有限自动机、非确定有限自动机,以及带ε-转移的非确定有限自动机。

图3.1 正规语言的不同计算模型

本章首先介绍正规表达式的基本内容,包括其语法、语义及其设计例子。语法是指它的

表示形式,语义是指它所代表的语言。
接着,独立于正规表达式,引出正规语言的概念。因正规表达式的语言与正规语言的定

义完全对应,本章也借助正规表达式的语言定义正规语言。进一步,图3.1中的正规表达

式、正规文法,以及各种有限自动机模型的计算能力是相互等价的。因此,无论是正规文法

和正规表达式,还是有限状态自动机,都可用于定义正规语言。
关于正规表达式与正规文法之间等价性的讨论,参见3.4节。
最后,我们讨论正规表达式的一些基本的代数性质;讨论代数定律的具体化,及其如何

用于发现和测试有关正规表达式的定律。

3.1 正规表达式

正规表达式是用来表示正规语言(见随后的定义)的一种代数表达式。从表示形式(即
语法)上看,最基本的正规表达式有三个运算符,分别对应正规语言上的三种运算:并、连
接、闭包。这三种运算的定义已在第1章给出,为方便,现将其重新叙述如下。

设Σ 为字母表,L 和M 是Σ 上的两个语言,则
● L 和M 的并,L∪M={w|w∈L∨w∈M}。
● L 和M 的连接,LM={w1w2|w1∈L∧w2∈M}。
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● L 的(星)闭包(或称闭包),L*=L0∪L1∪L2∪…=∪i≥0Li,其中L0={ε},L1=
L,L2=LL,…,Ln=Ln-1L。

为方便,随后会引入一些扩展的其他助记运算符,这些助记运算符均可用三个基本运算

符表示。在实际应用中,比如一类著名的词法分析器生成工具LEX中的正规表达式,会用

到非常多的扩展运算符。
下面先给出本书中基本正规表达式的定义。
设Σ 为字母表,则Σ 上的正规表达式(regularexpression)集合Â归纳定义如下:
(1)基础。
●ε∈Â;
● ϕ∈Â;
● 若a∈Σ,则a∈Â;
● 任一变量L∈Â。
(2)归纳。
● 若E∈Â和F∈Â,则E+F∈Â;
● 若E∈Â和F∈Â,则EF∈Â;
● 若E∈Â,则E*∈Â;
● 若E∈Â,则(E)∈Â。
以上定义给出了正规表达式的表示形式,即它的语法。下面给出正规表达式的语义,即

它所代表的语言。
设Â为字母表Σ 上的正规表达式集合。对于每个不含变量的E∈Â,我们用L(E)表示

E 所代表的语言。L(E)可以归纳定义如下:
(1)基础。
● L(ε)={ε},这里,第一个ε表示正规表达式ε,第二个ε表示空串;
● L(ϕ)=⌀,这里,ϕ 表示正规表达式ϕ,⌀表示空语言;
● 若a∈Σ,则L(a)={a},这里,L(a)中的a 表示正规表达式a,{a}中的a 表示仅含

一个字符的字符串a。
(2)归纳。
● 若E∈Â和F∈Â,则L(E+F)=L(E)∪L(F);
● 若E∈Â和F∈Â,则L(EF)=L(E)L(F);
● 若E∈Â,则L(E*)=(L(E))*;
● 若E∈Â,则L((E))=L(E)。
如果E∈Â包含变量L,则L 可以解释为任何正规语言。
为减少括号的数目,通常规定正规表达式中三种运算的优先级从高到低依次为:闭包、

连接、并。
设L 是正规表达式。为方便,下面引入正规表达式的几个派生运算符:
● 正闭包运算:L+=LL*=L*L
● 任选运算:L?=ε+L
● 幂运算:Ln=LLn-1(n>0),L0=ε
本书中,正规表达式也简称正规式。
此外,在一些文献中,正规表达式被称作正则表达式。
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3.2 正 规 语 言

字母表Σ 上的正规语言(regularlanguage)归纳定义如下:
(1)基础。
● {ε}是正规语言;
● ⌀是正规语言,这里,⌀表示空语言;
● 若a∈Σ,则{a}是正规语言。
(2)归纳。
● 若L 和R 是正规语言,则L∪R 也是正规语言;
● 若L 和R 是正规语言,则LR 也是正规语言;
● 若L 是正规语言,则L*也是正规语言。
我们还可以借助正规表达式的概念定义正规语言。
对于字母表Σ 上的语言R,若存在Σ 上的正规表达式E(不含变量),满足L(E)=R,

则R 是正规语言。
由3.1节中关于正规表达式的语义解释,不难看出上述两种定义是等价的。
此外,3.4节将介绍正规表达式与正规文法的等价性,因此也可以采用正规文法定义正

规语言。如前所述,也可以基于有限状态自动机(参见第4章)给出正规语言的定义。

3.3 正规表达式的设计

正规表达式在实践中用途很广,设计正规表达式的需求十分普遍。类似上下文无关文

法的设计,正规表达式的设计通常也需要从语言的字符串构成方式入手发现其生成规律,有
时还需要将复杂问题分解为易解决的子问题,对于有难度的问题,也需发挥一定的想象力。

当然,有些时候遇到的语言本身不是正规语言。如在第6章,我们会介绍正规语言的一

个必要条件,从而证明某些语言不是正规语言,不可能设计出相应的正规表达式。
例3.1 设计表示如下语言L 的正规表达式:

L={w|w∈{0,1}*,且w 由交替的0和1构成}
解 表示语言L 的一个正规表达式为

(01)*+(10)*+0(10)*+1(01)*

我们简单分析一下这样设计的思路。由+分开的4个子表达式代表的子语言分别是:
(01)*表示0开头1结尾的字符串集合,并包含空串ε;(10)*表示1开头0结尾的字符串集

合,并包含空串ε;0(10)*表示0开头0结尾的字符串集合,并包含串0;1(01)*表示1开头

1结尾的字符串集合,并包含串1。
一个语言的正规表达式并非唯一的,不同的设计思路会得出看似不同形式的表达式。

例如,例3.1中L 的另外两个正规表达式为

(1)(ε+1)(01)*(ε+0)
(2)(ε+0)(10)*(ε+1)
读者可以想一想这两个正规表达式的设计思路。
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例3.2 设计表示如下语言的正规表达式:

L1={w|w∈{0,1}*,|w|≥5,且从右端数第5个位置是“1”},

L2={w|w∈{0,1}*,|w|>0,且w 的后5位中至少有1个“1”},

L3={w|w∈{0,1}*,|w|>0,且w 的前5位中至少有1个“1”}。
解 语言L1 的一个正规表达式为

(0+1)*1(0+1)(0+1)(0+1)(0+1)
显然,该正规表达式定义的语言中,每个字符串长度至少为5,且倒数第5个位置

是“1”。
语言L2 的情况相比L1 略微复杂一些。上述表达式中,(0+1)(0+1)(0+1)(0+1)代

表长度为4的0、1串,可确保倒数第5个位置一定是“1”。试想,对于倒数的4个位置,如果

可以选择每一位置上的0、1字符出现或不出现,即将(0+1)改为(ε+0+1),那么这些位置

所组成的字符串的长度就是0~4。也就是说,原来倒数第5个位置的“1”,将可能位于倒数

第1、2、3、4或5的位置,或者说后5位至少有一个“1”,且整个字符串的长度一定大于0。
根据这一思路,L2 的正规表达式可设计为

(0+1)*1(ε+0+1)(ε+0+1)(ε+0+1)(ε+0+1)
再进一步分析,后5位中至少有1个“1”,实际上相当于从最后一位往前数,首次出现

“1”的位置可以位于倒数第1、2、3、4或5的位置。因此,L2 的正规表达式也可设计为

(0+1)*1(ε+0)(ε+0)(ε+0)(ε+0)
借鉴L2 正规表达式的设计思路,语言L3 的正规表达式可以设计为

(ε+0+1)(ε+0+1)(ε+0+1)(ε+0+1)1(0+1)*

同样,语言L3 的正规表达式设计还可以有另一种解法:
(ε+0)(ε+0)(ε+0)(ε+0)1(0+1)*

若使用幂运算表示,可以将上述结果重写为:L1 的正规表达式(0+1)*1(0+1)4,L2

的正规表达式(0+1)*1(ε+0+1)4 或(0+1)*1(ε+0)4,以及L3 的正规表达式(ε+0+
1)41(0+1)*或(ε+0)41(0+1)*。

3.4 正规表达式与正规文法的等价性*

3.4.1 从正规表达式到正规文法*

  定理3.1 任何正规表达式均存在与之等价的正规文法。
证明 设Σ 为字母表,E 为Σ 上的正规表达式。通过下列步骤,定义文法G=(V,Σ,

P,S):
(1)置V=⌀;
(2)归纳于E 的结构,定义相应子文法的产生式集合P(E)和开始符号S(E)如下:

① 基础

● 若E 为ε,选S'∉V,令S(E)=S',P(E)={S'→ε},V=V∪{S'};
● 若E 为⌀,选S'∉V,令S(E)=S',P(E)=⌀,V=V∪{S'};
● 若E 为a(a∈Σ),选S'∉V,令S(E)=S',P(E)={S'→a},V=V∪{S'};

·13·



② 归纳

● 若E 为E1+E2,且有S(E1)=S1 以及S(E2)=S2,选S'∉V,令

S(E)=S',

P(E)={S'→ε|S1→ε∈P(E1)∨S2→ε∈P(E2)}∪
{S'→α|α≠ε∧(S1→α∈P(E1)∨S2→α∈P(E2))}∪
{A→α|A≠S1∧A≠S2∧(A→α∈P(E1)∪P(E2))},

V=(V-{S1,S2})∪{S'};
● 若E 为E1E2,且有S(E1)=S1 以及S(E2)=S2,选S'∉V,令

S(E)=S',

P(E)={S'→ε|S1→ε∈P(E1)∧S2→ε∈P(E2)}∪
{S'→α|S1→ε∈P(E1)∧α≠ε∧S2→α∈P(E2)}∪
{S'→aA|a∈Σ∧S1→aA∈P(E1)}∪
{S'→aS2|a∈Σ∧S1→a∈P(E1)}∪
{A→aB|A≠S1∧a∈Σ∧A→aB∈P(E1)}∪
{A→aS2|A≠S1∧a∈Σ∧A→a∈P(E1)}∪
{A→α|α≠ε∧(A→α∈P(E2)},

V=(V-{S1})∪{S'};
● 若E 为E*

1,且有S(E1)=S1,选S'∉V,令

      S(E)=S',

      P(E)={S'→ε}∪
{S'→α|α≠ε∧S1→α∈P(E1)}∪
{S'→aS1|a∈Σ∧S1→a∈P(E1)}∪
{A→α|α≠ε∧A→α∈P(E1)}∪
{A→aS1|a∈Σ∧A→a∈P(E1)}

      V=V∪{S'};
● 若E 为(E1),令S(E)=S(E1),P(E)=P(E1);
(3)返回V,P=P(E),以及S=S(E)。
不难看出,步骤(2)中每一规则为相应正规表达式定义的子文法可以识别的字符串集

合,与该正规表达式对应的字符串集合是一致的,所以有L(G)=L(E)。
同时,所构造的文法G 满足正规文法的定义。

证毕。
上述证明中,给出一个从正规表达式E 至等价的正规文法G 的构造算法,以下是针对

该算法的几点解释:
(1)动态维护一个非终结符的集合V。引入新的非终结符时,需选取未在当前V 中出

现的符号。当一些非终结符失去作用时,需从当前V 中删掉。另一种可能的解决方案是,
先不考虑子文法中非终结符的重名问题,待需要进行文法合并时,再设法换名。

(2)该算法中,新引入的非终结符总是作为新构造文法的开始符号(S'),而被删掉的非
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终结符总是相关子文法的开始符号(S1,S2)。
(3)对于基础正规表达式,所构造的子文法仅包含唯一的非终结符,也是开始符号,最

多包含一个产生式。对于ε和a,各包含一个产生式。对于ϕ,则不含任何产生式。
(4)对于表达式E1+E2,所构造的新文法是E1 和E2 的两个子文法按照“+”的语义

进行合并的,非终结符的重名问题已由构造过程排除。合并的思路是由新的开始符号承接

两个子文法开始符号的全部产生式(含ε-产生式),其余的产生式复制即可。这一轮,V 中新

增一个开始符号,删掉原有E1 和E2 的两个子文法的开始符号。
(5)对于表达式E1E2,所构造的新文法是E1 和E2 的两个子文法按照“连接”的语义

进行合并的,非终结符的重名问题同样已在构造过程中排除。合并的核心是将E1 子文法

中形如A→a 的产生式替换为A→aS2,这里S2 为E2 子文法的开始符号。然后,再由新的

开始符号S'替代E1 子文法的开始符号S1,除ε-产生式外,其余的产生式照搬。如果两个

子文法均含ε-产生式,即存在S1→ε和S2→ε,则加入S'→ε。
(6)对于表达式E*

1 ,是按照“(星)闭包”语义由E1 子文法构造新的文法。在新文法的

构造中,其核心改造是将子文法中形如A→a 的产生式替换为A→aS1,以体现“闭包”,这里

S1 为E1 子文法的开始符号。然后,由新的符号S'替代S1 成为新的开始符号,而S1 则变

为普通非终结符。由于E*
1 可以识别ε,因此新构造的文法一定包含S'→ε。

(7)每一轮生成的文法,最多只含一个ε-产生式:S'→ε。因此,最终结果中,最多只含

一个ε-产生式:S→ε。
例3.3 试给出等价于正规表达式a(a+b)*的一个正规文法。
解 借鉴定理3.1证明中的从正规表达式E 至正规文法G 的构造过程。首先,置V=

⌀。然后,归纳于a(a+b)*的结构,构造步骤如下。
(1)为最左边的子表达式a,引入非终结符A,定义产生式A→a,开始符号为A。此

时,V={A}。
(2)对于子表达式(a+b)中的a 和b,分别引入非终结符B 和C,分别定义产生式B→

a 和C→b,开始符号分别为B 和C。此时,V={A,B,C}。
(3)为子表达式(a+b)引入非终结符D,则对应的子文法包含产生式D→a 和D→b,

开始符号为D。此时,V={A,D}。
(4)为子表达式(a+b)*引入非终结符F,定义其子文法包含产生式F→ε,F→a,F→

b,F→aD,F→bD,D→aD,D→bD,D→a,D→b,开始符号为F。此时,V={A,D,F}。
(5)对于a(a+b)*,引入非终结符S,定义子文法的产生式:S→a,S→aF,F→a,F→

b,F→aD,F→bD,D→aD,D→bD,D→a,D→b,开始符号为S。此时,V={S,D,F}。
(6)得到等价于正规表达式a(a+b)*的一个正规文法G=({S,D,F},{a,b},P,S),

其中产生式集合P 为

S →a|aF
F →a|b|aD|bD
D →a|b|aD|bD

3.4.2 从正规文法到正规表达式*

定理3.2 任何正规文法均存在与之等价的正规表达式。
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证明 设正规文法G=(V,T,P,S)。首先介绍从文法G 构造与之等价的正规表达式

E 的一个算法。为此,引入一种扩展的正规文法,其产生式右端可以包含正规表达式,产生

式形如A→r和A→rB,其中A,B∈V,r为T 上的正规表达式。对于这种扩展正规文法,
其语言可以理解为从开始符号能推导出的所有正规表达式的语言的并集。借助正规表达式

的语义,可以严格定义这种扩展正规文法的语言(限于篇幅,这里忽略)。
初始时,将P 中的所有产生式通过下列规则进行合并,得到新型产生式的集合P':
(1)将P 中左边非终结符相同的所有产生式A→a1,A→a2,…,A→an 合并为

A→(a1+a2+…+an)
其中,ai∈T 或ai=ε,1≤i≤n。当n=1时,可不加括号。

(2)将P 中左边和右边非终结符均相同的所有产生式A→a1B,A→a2B,…,A→anB
合并为

A→(a1+a2+…+an)B
其中,ai∈T,1≤i≤n。当n=1时,可不加括号。

完成上述变换后,我们用G'=(V,T,P',S)表示这一新的扩展的正规文法。根据扩展

正规文法的语言含义,显然有L(G)=L(G')。证明留作练习。
接下来,针对P'迭代进行下列变换:
(1)取当前P'中除S 外的任一非终结符A;若当前只有非终结符S,则转(5);
(2)若当前P'中存在A→xA 和A→y(x 和y 均为正规表达式),则在P'中增加产生

式A→x*y,同时去掉P'中的A→xA 和A→y;
(3)若当前P'中存在A→xB,或者A→y,其中B≠A,x 和y 均为正规表达式,则将

P'中所有形如A'→x'A(x'为正规表达式)的产生式替换为A'→x'y 和A'→x'xB,同时在

P'中去掉A→xB 和A→y;
(4)若当前P'中存在A→x 和A→y(x 和y 均为正规表达式),则在P'中增加产生式

A→(x+y),同时去掉P'中的A→x 和A→y;转(1);
(5)若当前P'中同时存在S→xS 和S→y(x 和y 均为正规表达式),则在P'中增加产

生式S→x*y,同时去掉P'中的S→xS 和S→y。
完成上述变换后,若存在S→x∈P'(x 为正规表达式),则x 即正规文法G 的一个等价

的正规表达式E;若不存在这样的S→x∈P',则令E 为ϕ。
欲证明上述针对P'的变换的正确性,需要证明每一步变换都能保证变换前后的扩展正

规文法是等价的,即其语言是相等的。核心变换规则为(2)~(4)。规则(2)和(4)仅关系到

当前非终结符的产生式,根据上下文无关性(局部性),证明较为直接。规则(3)关系到整个

文法的产生式,证明变换前后的等价性需要用到归纳法(留作练习)。
证毕。

上述证明中,给出一个从正规文法至正规表达式的等价构造算法。该算法的核心思想

是引入含正规表达式扩展的产生式,初始化后基于步骤(2)~(4)所述的三条规则,依次逐个

消去除开始符号S 外的非终结符及其相关联的扩展产生式,直至仅剩余S 的最多两个产生

式为止,最后经由步骤(5)可求得与原文法等价的一个正规表达式。
选择消去的非终结符次序不同,得到的正规表达式可能不同,但这些正规表达式一定是

相互等价的。
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例3.4 试给出等价于下列正规文法G[S]的一个正规表达式:

S →a|aF
F →a|b|aD|bD
D →a|b|aD|bD

解 借鉴定理3.2证明中的从正规文法G 至正规表达式的构造过程。首先,经过合并

G[S]中的10个产生式初始化含正规表达式扩展的产生式集合P'如下:

S →a|aF
F → (a+b)|(a+b)D
D → (a+b)|(a+b)D

若选择先消去 D,由规则(2),D→(a+b)|(a+b)D 被替换为D→(a+b)*(a+b),而
(a+b)*(a+b)=(a+b)+,这样P'变换为

S →a|aF
F → (a+b)|(a+b)D
D → (a+b)+

接着,由规则(3),当前P'变换为

S →a|aF
F → (a+b)|(a+b)(a+b)+

然后,由规则(4),F→(a+b)|(a+b)(a+b)+ 被替换为F→(a+b)+(a+b)(a+
b)+,而该产生式右边等价于(a+b)(a+b)*,故P'变换为

S →a|aF
F → (a+b)(a+b)*

开始新一轮消去,只剩非终结符F,经规则(3)变换后,P'变换为

S →a|a(a+b)(a+b)*

经由规则(4),得到最终的P'为

S →a+a(a+b)(a+b)*

这样便求得等价于G[S]的一个正规表达式a+a(a+b)(a+b)*,为方便起见,将其等

价变换为

a(a+b)*

若交换一下消去次序,先F 后D。从初始的P',通过规则(3)消去F 后,P'变换为

S →a|a(a+b)|a(a+b)D
D → (a+b)|(a+b)D

由规则(4),合并S→a|a(a+b)并简化,得到P'为

S →a(a+b)*|a(a+b)D
D → (a+b)|(a+b)D

再消去D。通过规则(2)以及记(a+b)*(a+b)为(a+b)+,P'可变换为

S →a(a+b)*|a(a+b)D
D → (a+b)+

再经规则(3)以及规则(4),P'可变换为

S →a(a+b)*+a(a+b)(a+b)+
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所以,可求得等价于G[S]的另一个正规表达式a(a+b)*+a(a+b)(a+b)+,经等价

变换后,该表达式同样可简化为a(a+b)*。
例3.4中多次提到正规表达式的等价变换,在5.2节也涉及类似的有关正规表达式的简

化问题,相关话题可进一步参考后续章节的内容。

3.5 正规表达式的代数定律

与算术表达式、集合表达式、逻辑表达式类似,正规表达式也满足一些基本的运算性质,
或代数定律。本节仅列举关于正规表达式的几组基本性质或定律,如交换律和结合律、幺元

和零元、分配律、幂等律,以及与闭包相关的定律,等等。然后介绍正规表达式的一个特殊性

质,讨论含变量的一般正规式与具体化(或实例化)的正规式之间的关系,以及如何将代数定

律的具体化用于发现和测试正规表达式的定律。

3.5.1 正规表达式的几组代数定律

1.交换律(commutativity)和结合律 (associativity)

  
L+M=M+L
(L+M)+N=L+(M+N)
(LM)N=L(MN)

上述第一个等式表示运算“+”满足交换律,第二个等式表示运算“+”满足结合律,第三

个等式表示运算“连接”满足结合律。
这些定律的证明,均可以转换为证明其对应语言的集合运算性质。比如,L+M=M+

L 的证明,可将L 和M 看作统一字母表上的字符串集合,然后证明L∪M=M∪L,相当于

普通集合定律的证明。本节后续的定律也是这样,这里不赘述。

2.幺元(identities)和零元(annihilators)

ϕ+L=L+ϕ=L
εL=Lε=L
ϕL=Lϕ=ϕ

幺元有时也称单位元,表示与其他任何元素进行二元运算后结果仍为其他元素。上述

第一行的等式表示ϕ 为运算“+”的幺元。ϕ+L=L 表明ϕ 为“+”的左幺元,而L+ϕ=L
表明ϕ 为“+”的右幺元。因为ϕ 同为左幺元和右幺元,所以是“+”的幺元。

类似地,上述第二行的等式表示ε为“连接”运算的左幺元、右幺元和幺元。
第三行的等式,表明ϕ 为“连接”运算的左零元、右零元和零元。零元与其他任何元素

进行运算的结果仍为零元自身。

3.分配律(distributivelaw)
L(M+N)=LM+LN
(M+N)L=ML+NL

“连接”运算对于“+”运算是可分配的。上述第一个等式表示“连接”运算对“+”运算是

左可分配的,第二个等式指“连接”运算对“+”运算是右可分配的。
4.幂等律(idempotentlaw)

L+L=L
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运算“+”满足幂等律。
5.与闭包运算相关的定律

(L*)*=L*

ϕ*=ε
ε*=ε
L+=LL*=L*L (L+的定义)
L*=L++ε

这几个等式刻画了两种闭包运算所满足的几条定律。这些定律的直观意义是容易理解

的。由于闭包运算的语义涉及无穷个集合的“并”运算,因而相关定律的证明一般需要用到

归纳法。
6.任选运算相关的定律

L?=ε+L
该等式即任选运算“?”的定义。

3.5.2 代数定律的具体化

1.正规表达式的具体化

  将正规表达式中的每个变量用单个符号替换,得到一个具体的(concrete)正规表达式,
称为正规表达式的具体化。

反之,将具体的正规表达式中的单个符号用变量表示,得到该正规表达式的一般

(general)表达式,称为具体正规表达式的一般化(或泛化)。
例如,有一般的正规表达式R(M+N),含三个变量R、M 和N。我们将R、M 和N 分

别替换为某字母表中的单个符号a、b和c,得到一个具体的正规表达式a(b+c)。反之,可
以称R(M+N)为正规表达式a(b+c)的一个一般表达式。

正规表达式的一般形式代表的任何正规语言与其对应的具体表达式的语言之间可以建

立特定的对应关系。以上述的一般正规表达式R(M+N)对应具体正规表达式a(b+c)为
例。在R(M+N)中,R、M 和N 可代表任何正规语言,任取它们代表的一个具体语言,分别

记为L(R)、L(M)和L(N),则可将R(M+N)的语言表示为L(R(M+N))=L(R)(L(M)∪
L(N))=L(R)L(M)∪L(R)L(N)。同时,R(M+N)对应的具体表达式a(b+c)的语言

为L(a(b+c))={ab,ac}。任取w∈L(R(M+N)),一定存在w1∈L(R),w2∈L(M)∪
L(N),满足w=w1w2。根据上述具体化方式,R 被具体化为a,可将 w1 对应到a。若

w2∈L(M),则将w2 对应到b;若w2∈L(N),则将w2 对应到c。总之,w 可以对应到ab
或ac,二者均属于L(a(b+c))。

另外,L(a(b+c))中仅包含ab 和ac 两个串。对于ab∈L(a(b+c)),任取 w1∈
L(R),w2∈L(M),即有w1w2∈L(R)L(M),对应有w1w2∈L(R(M+N))。对于ac∈
L(a(b+c)),任取w1'∈L(R),w2'∈L(N),即有w1'w2'∈L(R)L(N),对应有w1'w2'∈
L(R(M+N))。

定理3.3 设E 为正规表达式,L1,L2,…,Lm 为其中的变量(为简化表述,这里假设E
中不含非变量符号①)。将每一Li 替换为符号ai(1≤i≤m),得到对应E 的一个具体表达

式C,则对于这些变量的任何实例语言S1,S2,…,Sm,L(E)中的任何串 w 可写成w=

·73·
① 若包含非变量符号,仅需对定理的表述进行适当扩展,其证明过程也类似。



w1w2…wk 的形式,其中wl(1≤l≤k)是某一语言Sjl
(1≤jl≤m)中的串。令ajl 为替换

Ljl的符号,其中1≤l≤k,1≤jl≤m,则必有aj1aj2
…ajk∈L(C)。另外,若有串ar1ar2…

arn∈L(C),arp
为替换Lrp

的符号,其中1≤p≤n,1≤rp≤m,对于Srp
(1≤rp≤m)中的任

意串wp(1≤p≤n),则一定有w1w2…wn∈L(E)。
注:默认有一个统一的字母表,包含了所涉及的所有非变量符号。
证明 归纳于正规表达式E 的结构。
基础:若E 为ε、ϕ,显然有E=C,定理显然成立(注:因假设了E 中不含非变量符号,

所以E 不可能为a)。若E 为L,将唯一的变量L 替换为符号c,则其具体表达式为c;L 的

任何一个实例语言中的串w,对应表达式c的语言L(c)中的串c;反之,将L(c)中唯一的串

c替换为L 实例语言中的任何串w,自然是属于该语言的。
归纳:假设E=E1E2。依题意将每一Li 替换为符号ai(1≤i≤m),则E 具体化为C,

E1 和E2 分别具体化为C1 和C2,并且C=C1C2。
任意取定各变量Li(1≤i≤m)的实例语言S1,S2,…,Sm。设任何w∈L(E),则存在

w1∈L(E1)和w2∈L(E2),且满足w=w1w2。由归纳假设,w1 可写成s1s2…sk 的形式,
其中sl(1≤l≤k)是Ljl 实例语言Sjl

(1≤jl≤m)中的串,令ajl 为替换Ljl 的符号,则有

aj1aj2
…ajk∈L(C1);同样,w2 可写成t1t2…tk'的形式,其中tl(1≤l≤k')是Lj'l 实例语言

Sj'l
(1≤j'l≤m)中的串,令aj'l为替换Lj'l 的符号,则有aj'1aj'2…aj'k'∈L(C2)。这样,w 可

写成s1s2…skt1t2…tk'的形式,对应有aj1aj2
…ajkaj'1aj'2…aj'k'∈L(C)。

另外,任取c∈L(C),则存在c1∈L(C1)和c2∈L(C2),且满足c=c1c2。设c1=ar1ar2
…

arn
(1≤p≤n,1≤rp≤m),c2=ar'1ar'2…ar'n'(1≤p≤n',1≤r'p≤m)。由归纳假设,对于Lrp

的任何实例语言,比如Srp
(1≤p≤n,1≤rp≤m),任取sp∈Srp

,以及对于Lr'p 的任何实例

语言,比如Sr'p
(1≤p≤n',1≤r'p≤m),任取tp∈Sr'p

,有s1s2…sn∈L(E1)和t1t2…tn'∈
L(E2)。因此,存在与c∈L(C)对应的 w=s1s2…snt1t2…tn'∈L(E)。

对于E=E1+E2 和E=E*
1 的情形,可以类似证明。留作练习。

证毕。
为更好地对应定理3.3的叙述,下面再举一个简单的例子。
例3.5 正规表达式S*M 对应的一个具体表达式为a*b。试借助S 和M 的具体实

例,S={01,10}和M=L(2*),对定理3.3的结论予以相应的描述。
解 从题目可知,变量S 和M 分别具体化为符号a 和b。任取S 和M 的实例:S=

{01,10},M=L(2*),则有:
任一w∈L(S*M)={01,10}*L(2*),可以写成w1w2…wk 的形式,其中wi(1≤i≤

k)是S 或M 中的串。显然,在出现2之前,所有的wi 均属于S;当出现2之后,所有这些2
构成M 中的一个串。比如,1001222可分为3个子串10,01和222,对应L(a*b)中的串

aab;同理,串1001012222,可对应L(a*b)中的串aaab。以此类推,对于w1w2…wk∈L(S*M),
显然有c1c2…ck∈L(a*b),其中,若wi(1≤i≤k)是S 中的串,则有ci=a,否则ci=b。

另外,任取c'1c'2…c'k∈L(a*b),必然有c'i(1≤i≤k-1)均为a,而c'k为b。任取

w'i(1≤i≤k-1)∈S={01,10},w'k∈M=L(2*),则一定有w=w'1w'2…w'k∈L(S*M)=
{01,10}*L(2*)。
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2.代数定律的具体化及其应用

将代数定律中的正规表达式进行具体化,即为代数定律的具体化。从定理3.3可推论

出如下关于代数定律具体化的定理。
定理3.4 设E、F 为正规表达式,它们具有相同的变量集;采用同样的替换方式,得到对

应E、F 的具体表达式分别为C、D。无论将E、F 中的变量实例化为任何正规语言,均满足

L(E)=L(F), iffL(C)=L(D)
证明 设E、F 的变量集为L1,L2,…,Lm。分两方面证明。
(⇒)假设L(E)=L(F)成立,证明L(C)=L(D)。
设c=c1c2…ck∈L(C),其中每个ci(1≤i≤k)均为单个符号。任取w∈L(E),满足

w=w1w2…wk,且若有wi∈Lj,则E 具体化为C 时是用ci 替换Lj。
∵L(E)=L(F),∴w∈L(F)。因而,有c∈L(D)。所以,L(C)⊆L(D)。
同理可证L(D)⊆L(C)。
因此,L(C)=L(D)。
(⇐)假设L(C)=L(D),证明L(E)=L(F)。类似(⇒),留作练习。

证毕。
根据定理3.4的结论,可以将代数定律的具体化应用于发现和测试关于正规表达式的

定律。下面通过具体例子予以说明。
例3.6 基于代数定律的具体化,验证关于正规表达式的定律LL*=L*L。
解 将L 替换为具体符号a。容易证明aa*=a*a 成立,因二者代表的语言相等,均

为由a 组成的长度至少为1的字符串集合。由定理3.4可知,LL*=L*L 成立。换句话

说,从aa*=a*a,可以发现定律LL*=L*L。
例3.7 基于代数定律的具体化,测试L(M+N)=LM+LN 是否为关于正规表达式

的定律?
解 将L、M 和N 分别替换为具体符号a、b和c。只需测试a(b+c)=ab+ac是否成

立。显然,a(b+c)=ab+ac是成立的,因为二者代表的语言均为{ab,ac}。
因此,L(M+N)=LM+LN 是关于正规表达式的定律。
例3.8 基于代数定律的具体化,测试L+ML=(L+M)L 是否为关于正规表达式的定律?
解 同例3.7,将L、M 和N 分别替换为具体符号a、b和c。欲测试L+ML=(L+M)

L 是否为一条定律,可以转为验证a+ba=(a+b)a 是否成立。但后者不成立,因为aa 属

于(a+b)a 代表的语言,而不属于a+ba 代表的语言。因此,L+ML=(L+M)L 不成立,
不是正规表达式的定律。

练  习

1.给出语言的闭包为有限集的所有正规表达式。
2.设计下列语言的正规表达式:
(1){w|w∈{a,b}*,w 的长度至少为2,且w 的最左字符不同于最右字符}
(2){w|w∈{a,b}*,w 的长度可被3整除}
(3){w|w∈{a,b}*,w 中a 的个数能被5整除}
(4){an|∃i,j.(i,j≥0∧n=3i+5j)}
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(5){xwxR|x,w∈{a,b}+}
(6){w|w∈{0,1}*,w 包含奇数个1}
(7){w|w∈{a,b}*,|w|≥2,且w 中至少有两个位置的字符是不同的}
(8){anbm|n,m≥0且n+m 为偶数}
(9){w|w∈{a,b}*,且w 不在正规表达式aa*的语言中}
(10){ambn|m≤100∧n≥100}
(11){w|w∈{a,b}*,|w|≥1,且当w 以a 结尾时,它的长度为奇数}
(12){w|w∈{0,1}*,w 至少含有3个1,且倒数第3位为1}
(13){w|w∈{a,b}*,w 中出现且仅出现一次子串aa}
(14){w|w∈{0,1}*,w 至多含有2个子串01}
(15){w|w∈{0,1}*,w 中包含子串01和子串10}
(16){w|w∈{0,1}*,|w|≥1,且当w 以0结尾时,它的长度是3的倍数;当w 以1结

尾时,它的长度是4的倍数}

3.设计下列语言的正规表达式:
(1){w|w∈{a,b}*,|w|≥2,且正数第2位的字符是a,倒数第2位的字符是b}(注

意:从1开始数)
(2){w|w∈{a,b}*∧∃x,y.(x,y∈{a,b}*∧w=xy∧|y|=3∧y=yR)}
(3){w|w∈{a,b}*,w 中既不包含子串aa,也不包含子串bb}
(4){w|w∈{a,b,c}*,w 中b和c的总数为偶数}
(5){w|w∈{a,b}*,w 不含子串aa}
(6){w|w∈{a,b}*,|w|≥2,且w 的后5位至少有一个子串aa}
(7){w|w∈{a,b,c}*,|w|≥1,且w 前5位中(可能不足5位)至少有一位不含c}
(8){w|w∈{a,b}*,|w|≥2,且w 的第2~5位至少有一个a}
(9){w|w∈{a,b,c}*,且w 中每处由连续b构成的最长子串的长度一定为奇数}(如

ε,abbb,aaa 是合法的串,而abbabbb不是)
(10){w|w∈{a,b}*,w 中a和b的个数相同,且每个前缀中a和b的个数之差不超过1}
(11){w|w∈{a,b}*,w 中子串ab和子串ba 出现的次数相同}
(12){w|w∈{a,b}*,w 中不含子串bab}
(13){w|w=anbm,m,n≥0,且w 中既不包含子串aaabb,也不包含子串aabbbb}
4.试给出等价于正规表达式(ab+ba)*的一个正规文法。

5.设正规文法G=(V,T,P,S),若将P 中所有产生式通过下列规则进行合并,则得到

新型产生式的集合P':
(1)将P 中左边非终结符相同的所有产生式A→a1,A→a2,…,A→an 合并为

A → (a1+a2+…+an)
其中,ai∈T 或ai=ε,1≤i≤n。当n=1时,可不加括号。

(2)将P 中左边和右边非终结符均相同的所有产生式A→a1B,A→a2B,…,A→anB
合并为

A → (a1+a2+…+an)B
其中,ai∈T,1≤i≤n。当n=1时,可不加括号。
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完成上述变换后,我们用G'=(V,T,P',S)表示这一新的扩展的正规文法。
(1)这种扩展的正规文法,其语言可以理解为从开始符号能推导出的所有正规表达式

的语言的并集。试为此类扩展文法的语言给出一种严格定义。
(2)试证明L(G)=L(G')。

6.基于题5中的扩展正规文法G'=(V,T,P',S),进一步针对P'迭代进行下列变换。
若当前P'中存在A→xB,或者A→y,其中B≠A,x 和y 均为正规表达式,则将P'中

所有形如A'→x'A(x'为正规表达式)的产生式替换为A'→x'y 和A'→x'xB,同时在P'中

去掉A→xB 和A→y。
设变换后的扩展正规文法为G″。试证明L(G″)=L(G')。

7.试给出等价于下列正规文法G[S]的一个正规表达式。

S →0A|1B
A →1S|1
B →0S|0

8.定理3.3的证明中,针对E=E1+E2 和E=E*
1 情形的归纳证明没有给出,试补充

完成。

9.通过证明所代表的语言相等,验证下列关于正规表达式的定律:
(1)(LM)N=L(MN)
(2)L(M+N)=LM+LN
(3)(L*)*=L*

(4)(ε+L)*=L*

10.基于代数定律的具体化,验证关于正规表达式的定律:
(1)(RS)T=R(ST)
(2)(ε+R)*=R*

11.证明或否证下列等式是否为关于正规表达式的定律:
(1)(RS+R)*R=R(SR+R)*

(2)(R+S)*S=(R*S)*

(3)(R+S)*=R*S*+S*R*

(4)(ε+R)*S*=R*S*

(5)(S*RS)*R*=S*(RSR*)*

(6)RS*+SR*=R*S+S*R
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