
第3章

CHAPTER
 

3

采样率转换

   

数字音频应用中通常采用几种不同的采样率,对于广播音频、专业音频和消费者音频,采样率分别

为32kHz、48kHz和44.1kHz。此外,在不同帧速率的电影和视频中使用其他采样率。在连接具有不同

独立采样率的系统时,需要对采样率进行转换。本章对耦合时钟速率讨论具有比例因子L/M 的同步

采样率转换,对不同采样率彼此不同步的情况讨论异步采样率的转换。

3.1 基础知识

采样率转换包括上采样、下采样、抗镜像和抗混叠滤波。具有采样频率fS=1/T(wS=2πfS)的采

样信号x(n)的离散时间傅里叶变换如式(3.1)所示,对应连续时间信号x(t)的傅里叶变换为Xa(jω)。

X(ejΩ)=
1
T ∑

∞

k= -∞
Xajω+jk

2π
T
︸ωS

  , Ω=ωT (3.1)

对于理想采样,式(3.2)成立。

X(ejΩ)=
1
TXa(jω), |Ω|≤π (3.2)

3.1.1 上采样和抗镜像滤波

对信号x(n)
 

x(n) X(ejΩ) (3.3)
进行上采样,可对连续L-1个样本之间的信号x(n)除以因子L,其中包含n=0时的样本,如图3.1所

示。这就产生了上采样信号

w(m)=
x m

L  , m=0,±L,±2L,…

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.4)

其中,采样频率f's=1/T'=Lfs=L/T(Ω'=Ω/L),对应的傅里叶变换为

W(ejΩ')= ∑
∞

m= -∞
w(m)e-jmΩ' = ∑

∞

m= -∞
x(m)e-jmLΩ' =X(ejLΩ') (3.5)

  利用h(m)对w(m)进行抗镜像滤波,实现对图像频谱的抑制,得到输出信号为

y(m)=w(m)*h(m) (3.6)

Y(ejΩ')=H(ejΩ')·X(ejΩ'L) (3.7)
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图3.1 在时域和频域使用L 的上采样及抗镜像滤波

  为了调节信号在基带内的功率,脉冲响应的傅里叶变换[式(3.8)]在通带中需要一个增益因子L,
使得输出信号y(m)的傅里叶变换如式(3.9)所示。

H(ejΩ')=
L, |Ω'|≤π/L
0, 其他 (3.8)

Y(ejΩ')=LX(ejΩ'L) (3.9)

=L 1T ∑
∞

k= -∞
Xajω+jLk

2π
T  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
与式(3.1)比较

(3.10)

=L 1
LT'∑

∞

k= -∞
Xajω+jLk

2π
LT'  (3.11)

=
1
T'∑

∞

k= -∞
Xajω+jk

2π
T'  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
采样率为f'S=LfS信号的频谱

(3.12)

  输出信号y(m)表示用采样频率f'S=LfS 对输入x(t)进行上采样的结果。

3.1.2 下采样和抗混叠滤波

对信号x(n)下采样时,通过因子M 实现,为了避免下采样后的混叠,信号频带必须限制在π/M 范

围内,如图3.2所示。通过式(3.15)的 H(ejΩ)滤波实现带限。

w(m)=x(m)*h(m) (3.13)

W(ejΩ)=X(ejΩ)·H(ejΩ) (3.14)
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H(ejΩ)=
1, |Ω|≤

π
M

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.15)

  对w(m)进行下采样,每次取第M 个样点,得到输出信号为

y(n)=w(Mn) (3.16)
其傅里叶变换为

Y(ejΩ')=
1
M∑

M-1

l=0
W(ej(Ω'-2πl)/M) (3.17)

  对于基带频谱(|Ω'|<π和l=0),可得

Y(ejΩ')=
1
MH(eiΩ'/M)·X(ejΩ'/M)=

1
MX(ejΩ'/M) |Ω'|≤π (3.18)

则输出信号的傅里叶变换为

Y(ejΩ')=
1
MX(ejΩ'/M)=

1
M
1
T ∑

∞

k= -∞
Xajω+jk

2π
MT  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
与式(3.1)比较

(3.19)

   =
1
T'∑

∞

k= -∞
Xajω+jk

2π
T'  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
采样率为f'S=fS/M的信号频谱

(3.20)

这就表示了采样率为
 

f'S=
fS
M

 

的下采样信号y(n)。

图3.2 在时域和频域使用 M 的抗混叠滤波及下采样
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3.2 同步转换

图3.3所示的系统可以通过一个比例因子L/M 对耦合采样率进行采样率转换。通过因子L 上采

样后,以采样率Lfs进行抗镜像滤波,随后通过因子 M 下采样。因为经过上采样和滤波后,每次只有

M 个样本被使用,因此就有可能开发出降低复杂度的高效算法。在这方面,有两种方法被使用:
 

一种基

于时域,另一种基于Z-域基本原理。由于Z-域方法计算效率高,本书只考虑该方法。

图3.3 通过因子L/M 进行采样率转换

从长度为n 的有限脉冲响应h(n)和它的Z-变换[式(3.21)]开始讨论。

H(z)=∑
N-1

n=0
h(n)z-n (3.21)

  具有M 个分量的多相表示可以写成式(3.22)或式(3.24)。

H(z)=∑
M-1

k=0
z-kEk(z

M) 类型1 (3.22)

ek(n)=h(nM +k), k=0,1,…,M -1 (3.23)

H(z)=∑
M-1

k=0
z-(M-1-k)Rk(z

M) 类型2 (3.24)

rk(n)=h(nM -k), k=0,1,…,M -1 (3.25)

  式(3.22)和式(3.24)的多相分解分别设为类型1和类型2。类型1的多相分解对应的是逆时针方

向的整流器模型,类型2的多相分解对应的是顺时针方向的整流器模型。R(z)和E(z)之间的关系为

Rk(z)=EM-1-k(z) (3.26)

  借助图3.4所示的恒等式和式(3.27)的分解式(欧几里得定理),可以移动图3.5中的内部延迟元件。
如果M 和L 是素数,则式(3.27)成立。在上采样和下采样级联中,功能块的顺序可以互换[图3.5(b)]。

z-1=z-pLzqM (3.27)

图3.4 采样速率转换的恒等式

  利用L=2和M=3的例子可以说明多相分解的使用方法,这意味着采样率从48kHz到32kHz的

转换。图3.6和图3.7显示了因子为2/3时采样率转换多相分解的两种不同解决方案。图3.7上采样

分解的进一步分解如图3.8所示。首先,通过多相分解实现插值,将延迟z-1 分解为z-1=z2z-3。然

后,因子3的下采样器通过加法器移动到两条路径[图3.8(b)],延迟按照图3.4的恒等式移动。在

图3.8(c)中,上采样器与下采样器交换。在最后一步[图3.8(d)],E0(z)和E1(z)进行再一次多相分

解,实际的滤波器操作E0k(z)和E1k(z),k=0,1,2,在输入采样率的1/3上进行。
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图3.5 欧几里得定理分解图

图3.6 L/M=2/3下采样的多相分解

图3.7 L/M=2/3上采样的多相分解



58   

图3.8 使用因子2/3的采样率转换

3.3 异步转换

异步系统由采样率不同且不耦合的子系统组成。这些系统之间可以通过使用第一系统的采样率进

行DA转换,然后使用第二系统的采样率进行AD转换。对一个多速率系统可用该方法进行数字逼近。
图3.9(a)显示了一个系统,它使用因子L 上采样,后跟抗镜像滤波器 H(z)和对内插信号y(k)的重采

样。采样值y(k)保持一个时钟周期[见图3.9(c)],然后以输出时钟周期TSO=1/fSO 被采样。为了使
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两个连续采样值y(k)的差值小于量化步长Q,必须提高内插采样率。应用于y(k)的采样保持函数可

以抑制出现在LfS 倍频处的谱镜像[见图3.9(b)],得到的信号是一个带限连续时间信号,可以用输出

采样率fSO 对其进行采样。

为了计算所需的过采样率,在频域内考虑该问题。采样保持系统[见图3.9(b)]在频率f
~

= L-
1
2  fS

处的sinc函数为

E(f
~)=

sin πf
~

LfS  
πf

~

LfS

=

sin πL-
1
2  fS

LfS  
πL-

1
2  fS

LfS

=
sinπ-

π
2L  

π-
π
2L

(3.28)

图3.9 DA/AD转换的逼近

  因为sin(α-β)=sin
 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β,推导可得

E(f
~)=

sin π
2L  

π1-
1
2L  

≈
π/2L

π1-
1
2L  

≈
1

2L-1≈
1
2L

(3.29)

式(3.29)的值应该小于Q/2,由此可计算插值因子L。对于给定的字长w 和量化步长Q,所需的插值

率L 计算如下

Q
2 ≥

1
2L

(3.30)

2-(w-1)

2 ≥
1
2L

(3.31)

L ≥2w-1 (3.32)



60   

  对于上采样样值y(k)之间的线性插值,可推导出式(3.35)。

E(f
~)=

sin2 πf
~

LfS  
πf

~

LfS  2
(3.33)

  =

sin2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

πL-
1
2  fS

LfS

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁

πL-
1
2  fS

LfS

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2
(3.34)

  ≈
1
(2L)2

(3.35)

因此,有可能降低插值率为
 

L1≥2
w
2-1 (3.36)

  图3.10用两阶段框图说明了插值方法。首先,通过常规滤波实现采样率L1fS 的插值,第二阶段

采用线性插值的方法进行因子L2 的上采样。两阶段法必须满足采样率要求
 

LfS=(L1L2)fs。第二

阶段插值算法的选择有可能降低第一阶段的过采样因子值。

图3.10 采样-保持函数前的线性插值

3.3.1 单级方法

图3.9(a)所示的框图显示了直接转换方法的实现。设输入x(n)的采样率为fSI,输出信号的采样

率为fSO,从x(n)计算其延迟α时的DFT为

DFT[x(n-α)]=X(ejΩ)e-jαΩ

=X(ejΩ)Hα(ej
Ω) (3.37)

其中,0<α<1,传递函数为

Hα(ej
Ω)=e-jαΩ (3.38)

并具有特性

H(ejΩ)=
1, 0≤|Ω|≤Ωc
0, Ωc<|Ω|<π (3.39)

脉冲响应为

hα(n)=h(n-α)=
Ωc
π
sin[Ωc(n-α)]
Ωc(n-α)

(3.40)

  对应式(3.37)的频域表示,可以将时域延迟信号x(n-α)表示为x(n)和h(n-α)的卷积,如式(3.41)
和式(3.42)所示。
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x(n-α)= ∑
∞

m= -∞
x(m)h(n-α-m) (3.41)

    = ∑
∞

m= -∞
x(m)

Ωc
π
sin[Ωc(n-α-m)]
Ωc(n-α-m)

(3.42)

  图3.11显示了α固定时利用式(3.42)的时域卷积,图3.12显示了离散αi(i=0,1,2,3)时的时域

卷积,其中的系数h(n-αi)由sinc函数与离散样点x(n)的交点得到。

图3.11 α固定时式(3.42)的时域卷积

图3.12 αi(i=0,1,2,3)离散时式(3.42)的时域卷积

为了限制卷积和,对脉冲响应加窗,得到

hW(n-αi)=w(n)
Ωc
π
sin[Ωc(n-αi)]
Ωc(n-αi)

 n=0,1,…,2M (3.43)

由此,可得到延迟样点的估计结果

x�(n-αi)= ∑
M

m= -M
x(m)hW(n-αi-m) (3.44)

依赖于αi 的时变脉冲响应的图形解释如图3.13所示。将两个输入样本间的区间细分为N 个小区间,
得到长度为2M+1的N 个子脉冲响应。

如果输出采样率小于输入采样率(fSO<fSI),则对输出采样率必须进行限带(抗混叠)操作。这可

以通过傅里叶变换的缩放定理,用因子β=
fSO
fSI

来实现,得到

h(n-α)=
βΩc
π
sin[βΩc(n-α)]

βΩc(n-α)
(3.45)
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图3.13 sinc函数和不同的脉冲响应

这种脉冲响应的时间缩放结果导致时变子脉冲响应的系数数量增加,所需的状态数也增加了。图3.14
显示了时间缩放的脉冲响应,并说明了系数数量M 的增加。

图3.14 时间缩放的脉冲响应

3.3.2 多级方法

多级转换方法的基础框图如图3.15(a)所示,其频域解释如图3.15(b)~(d)所示。在采样-保持函

数之前采样率被提高到LfS,其过程分四个阶段完成。在前两个阶段,每阶段采样率乘以2,后跟一个

抗镜像滤波器[见图3.15(b)、图3.15(c)],结果得到4倍的过采样频谱[图3.15(d)]。第三阶段通过乘

因子32对信号进行上采样,并对镜像谱进行抑制[图3.15(d)、图3.15(e)]。在第四阶段[图3.15(e)],
通过乘因子256对信号进行上采样,并使用线性插值器,得到采样率LfS。线性插值器的sinc2 函数抑

制了在128fS 倍频处的镜像,直到LfS 处的频谱。模拟的采样-保持函数如图3.15(f)所示,执行输出

采样率下的重采样。这种级联插值结构的直接转换,要求在每次上采样后以相应的采样率进行抗镜像

滤波。虽然由于滤波器设计要求的降低,需要的滤波器阶数会减少,但在第三阶段和第四阶段的滤波器

是不可能直接实现的。有专家建议,通过测量输入输出速率之比来控制第三和第四阶段的多相滤波器

[见图3.16(a)],以降低复杂度。图3.16(b)~(d)说明了这种方法在时域中的解释。图3.16(b)显示

了在第一和第二插值阶段,当输入x(n)的两个样本间插入三个样本时的插值情况,横坐标表示输入采
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样间隔,插值后采样率提升为原来的4倍。图3.16(c)显示了4倍过采样的信号,假设输出样本y(m=
0)和输入样本x(n=0)相同,则输出样本y(m=1)可以这样确定,即在第三阶段使用插值器,只需要计

算输出样本之前和之后的两个多相滤波器。因此,在总共31个可能的多相滤波器中,只有两个在第三

阶段需要进行计算。图3.16(d)显示了这两个多相输出样本,在这两个样本之间,通过对255个值的网

格进行线性插值可得到输出样本y(m=1)。

图3.15 多级转换-频域解释

代替第三阶段和第四阶段,可以使用特殊的插值方法直接从4倍过采样的输入信号中计算输出

y(m)(见图3.17)。根据L=2w-1=L1L2L3=2
2L3,可以计算出最后一级的上采样因子L3=2

w-3。

3.4节介绍了不同的插值方法,可以实时计算滤波器系数。这可以解释为时变滤波器,其中滤波器系数

是由采样率的比值导出的。通过测量输入与输出采样率的比值,可以用输出速率对输出样本计算滤波

器的系数集。
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图3.16 时域解释

图3.17 时变插值滤波器系数计算时的采样率转换

3.3.3 插值滤波器的控制

通过测量输入和输出采样率的比值来控制插值滤波器。将采样率提升到L 倍,信号字长w=16
位,则输入采样周期就被划分为L=2w-1=215 个部分(网格)。根据测量的采样周期比值TSO

/TSI
,在

这些网格上计算输出样本的时刻,如下所述。
计数器时钟为LfSI,每当有一个新的输入采样时钟时,计数器就被复位。计数器输出随时间变化

的锯齿波如图3.18所示。计数器在一个输入采样周期内从0运行到L-1。在ti-2 时刻,对应计数器

输出zi-2,输出采样周期TSO
开始,并在ti-1 时刻停止,同时计数器输出zi-1。两次计数器测量的差

值可用于计算输出采样周期TSO
和分辨率LfSI。

新的计数器测量值添加到以前的计数器测量值的差值中,得到新的计数器测量结果为

ti=(ti-1+TSO
)􀱇TSI

(3.46)
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图3.18 计数器输出随时间变化的锯齿波

取模运算可以用字长为w-1=15的累加器进行,得出的时刻ti 决定了在输出采样率下输出样本的时

刻,因此就决定了单级转换中多相滤波器的选择或多级转换中时刻的选择。
TSO
/TSI

的测量如图3.19所示。

(1)
 

输入采样率为fSI,使用频率乘法器增加到MZfSI,其中MZ=2
w。乘以 MZ 的输入时钟触发

一个w 位计数器,计数器输出z在每MO 个输出采样周期内被评估。
(2)

 

对MO 输出采样周期计数。
(3)

 

对MI输入采样周期计数。
时间间隔d1、d2 (见图3.19)分别为

d1=MITSI+
z-z0
MZ

TSI= MI+
z-z0
MZ  TSI

(3.47)

d2=MOTSO
(3.48)

图3.19 TSO/TSI 的测量

  当d1=d2 时,可以推导出

MOTSO = MI+
z-z0
MZ  TSI

TSO

TSI
=

MI+
z-z0
MZ

MO
=

MZMI+(z-z0)
MZMO

(3.49)

  例:
 

w=0→
 

MZ=1
TSO

TSI
=

MI

215
(3.50)
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  在15位的精度下,取平均数MO=2
15,需要确定数字MI。

例:
 

w=8→
 

MZ=2
8

TSO

TSI
=
28MI+(z-z0)

2827
(3.51)

  在15位的精度下,取平均数MO=2
7,需要确定数字MI及计数器的输出。

采样率转换器的输入和输出采样率可以通过对每个输出时钟计数器的8位(28=256)增量来计算,
从式(3.52)可计算出TSO

/TSI
的值。不同采样率转换的计数器8位增量列在表3.1中。

z=
TSO

TSI
MZ =

fSI
fSO
256 (3.52)

表3.1 不同采样率转换的计数器增量

转换/kHz 8位计数器增量 转换/kHz 8位计数器增量

32→48 170 48→44.1 278

44.1→48 235 48→32 384

32→44.1 185 44.1→32 352

3.4 插值方法

本节将讨论几种特殊的插值方法。这些方法可以用来计算采样率转换过程中时变滤波器的系数,
以及需要用到过采样的输入序列和输出样本的时刻。过采样的输入序列与时变滤波器系数卷积可得到

输出采样率下的输出样本。这种实时计算滤波器系数的方法并不是基于流行的滤波器设计方法,相反,
它是对每个输入时钟周期计算滤波器的系数集。从输出样本间的距离到过采样输入序列的时间网格可

以推导出滤波器的系数。

3.4.1 多项式插值

多项式插值的目的是确定一个N 阶多项式

pN(x)=∑
N

i=0
aix

i (3.53)

能准确表示在N+1个均匀间隔处xi 的函数f(x),即pN(xi)=f(xi)=yi,i=0,1,…,N。这可以

用一组线性方程表示

1 x0 x20 … xN
0

1 x1 x21 … xN
1

︙ ︙ ︙ ︙

1 xN xN
N … xN

N

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a0
a1
︙

aN

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

y0
y1
︙

yN

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3.54)

多项式系数ai 是y0y1…yN 的函数,可以根据克莱姆法则(Cramer’s
 

Rule)求出,得到的ai 如式(3.55)
所示。
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            第i列

ai=

1 x0 x20 … y0 … xN
0

1 x1 x21 … y1 … xN
1

︙ ︙ ︙ ︙ … ︙

1 xN x2N … yN … xN
N

1 x0 x20 … xN
0

1 x1 x21 … xN
1

︙ ︙ ︙ ︙

1 xN x2N … xN
N

, i=0,1,…,N (3.55)

对于均匀间距的xi=i,i=0,1,…,N,一个距离为α的输出样本的插值为

y(n+α)=∑
N

i=0
ai(n+α)i (3.56)

图3.20 三样本多项式插值

为了确定输出样本y(n+α)与yi 之间的关系,需要确定式(3.57)中的

一组时变系数ci。

y(n+α)= ∑
N
2

i= -N
2

ci(α)y(n+i) (3.57)

  时变系数ci(α)的计算将用一个例子来说明。
图3.20给出了一个 N=2距离为α 的输出样本,使用三个样本进

行插值,可以写成

y(n+α)=∑
2

i=0
ai(n+α)i (3.58)

  样本y(n+j),j=-
 

1,0,1,可以表示为

y(n+1)=∑
2

i=0
ai(n+1)i, α=1

y(n)=∑
2

i=0
ain

i, α=0

y(n-1)=∑
2

i=0
ai(n-1)i, α=-1 (3.59)

  或者用矩阵表示为

1 (n+1) (n+1)2

1 n n2

1 (n-1) (n-1)2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a0
a1
a2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

y(n+1)

y(n)

y(n-1)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 (3.60)

  系数ai 是yi 的函数,可以表示为
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a0
a1
a2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

n(n-1)
2 1-n2

n(n+1)
2

-
2n-1
2 2n -

2n+1
2

1
2 -1

1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

y(n+1)

y(n)

y(n-1)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3.61)

  将式(3.58)展开,则有式(3.62)成立。
y(n+α)=a0+a1(n+α)+a2(n+α)2 (3.62)

  输出样本y(n+a)可以写成

y(n+α)=∑
1

i= -1
ci(α)y(n+i)

=c-1y(n-1)+c0y(n)+c1y(n+1) (3.63)
  由式(3.61)得到的ai 代入式(3.62),得

y(n+α)=
1
2y
(n+1)-y(n)+

1
2y
(n-1)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (n+α)2+

-
2n-1
2 y(n+1)+2ny(n)-

2n+1
2 y(n-1)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (n+α)+

n(n-1)
2 y(n+1)+(1-n2)y(n)+

n(n+1)
2 y(n-1) (3.64)

  比较式(3.63)和式(3.64)的系数,当n=0时,可得到如下结果

c-1=
1
2α
(α-1)

c0=-(α-1)(α+1)=1-α2

c1=
1
2α
(α+1)

3.4.2 拉格朗日插值

N+1个样本的拉格朗日插值需要利用多项式li(x),该多项式具有如下性质(见图3.21)。

li(xk)=δik =
1,i=k
 
0, 其他 (3.65)

图3.21 拉格朗日多项式

  基于多项式
 

li(x)的零点,它可以表示为

li(x)=ai(x-x0)…(x-xi-1)(x-xi+1)…(x-xN) (3.66)
当li(xi)=1时,系数为

ai(xi)=
1

(xi-x0)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xN)
(3.67)

插值多项式表示为
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pN(x)=∑
N

i=0
li(x)yi

=l0(x)y0+l1(x)y1+…+lN(x)yN (3.68)

设a=∏
N

j=0
(x-xj),则式(3.66)可以写成

li(x)=ai
a

x-xi
=

1

∏
N

j=0,j≠i
xi-xj

∏
N

j=0
x-xj

x-xi

= ∏
N

j=0,j≠i

x-xj

xi-xj
(3.69)

对于均匀间隔的输入样本,有
xi=x0+ih (3.70)

则对于新变量α,有
x=x0+αh (3.71)

可以得到

x-xj

xi-xj
=
(x0+αh)-(x0+jh)
(x0+ih)-(x0+jh)=

α-j
i-j

(3.72)

因此

li(x(α))= ∏
N

j=0,j≠i

α-j
i-j

(3.73)

N 为偶数时,可以写成

li(x(α))= ∏
N
2

j= -
 N
2
,j≠i

α-j
i-j

(3.74)

N 为奇数时,可以写成

li(x(α))= ∏
N+1
2

j= -
 N-1
2
,j≠i

α-j
i-j

(3.75)

则输出样本的插值表达式如下

y(n+α)= ∑
N
2

i= -
 N
2

li(α)y(n+i) (3.76)

  例:
  

N=2,距离为α的输出样本,使用三个样本进行插值,所得
 

li(x)如下。

l-1(x(α))= ∏
1

j=-1,j≠-1

α-j
-1-j=

1
2α
(α-1)

l0(x(α))= ∏
1

j=-1,j≠0

α-j
0-j=-(α-1)(α+1)=1-α2

l1(x(α))= ∏
1

j=-1,j≠1

α-j
1-j=

1
2α
(α+1)
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3.4.3 样条插值

使用只存在于有限区间上的分段定义函数的插值被称为样条插值,其目的是从加权样本y(n+i)

来计算样本y(n+a)= ∑
N
2

i= -
 N
2

bN
i (α)y(n+i)。

定义在区间[xk,xk+1,…,xk+m]的m+1个样本的N 阶B-样条MN
k (x)为

MN
k (x)=∑

k+m

i=k
aiϕi(x) (3.77)

其截断幂函数为

ϕi(x)=(x-xi)
N
+ =

0, x<xi

(x-xi)
N, x≥xi (3.78)

  下面讨论k=0时的MN
0(x)=∑

m

i=0
aiϕi(x),当x<x0时,MN

0(x)=0,当x≥xm 时,MN
0(x)=0。

图3.22显示了截断的幂函数和N 阶B-样条。根据截断幂函数的定义,可以写出

MN
0(x)=a0ϕ0(x)+a1ϕ1(x)+…+amϕm(x)

=a0(x-x0)
N
++a1(x-x1)

N
++…+am(x-xm)

N
+ (3.79)

经过计算,可得

MN
0(x)=a0(x

N
0 +c1x

N-1
0 x+…+cN-1x0x

N-1+xN)+

a1(x
N
1 +c1x

N-1
1 x+…+cN-1x1x

N-1+xN)
︙

+am(x
N
m +c1x

N-1
m x+…+cN-1xmx

N-1+xN) (3.80)

图3.22 截断幂函数和 N 阶B-样条

根据x≥xm 时MN
0(x)=0的条件,用式(3.80)和x 的幂系数可以得到以下线性方程组:

 

1 1 … 1
x0 x1 … xm

x20 x21 … x2m
︙ ︙ ︙

xN
0 xN

1 … xN
m

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

a0
a1
a2
︙

am

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0
0
0
︙

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3.81)
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当m>N 时这个齐次线性方程组有非零解,最小要求为m=N+1。当m=N+1时,得到系数如下:
 

            第i列

ai=

1 1 1 … 0 … 1
x0 x1 x2 … 0 … xN+1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

xN
0 xN

1 xN
2 … 0 … xN

N+1

1 1 1 … 1
x0 x1 x2 … xN+1

︙ ︙ ︙ ︙

xN+1
0 xN+1

1 xN+1
2 … xN+1

N+1

, i=0,1,…,N +1 (3.82)

将式(3.82)的分子行列式的第i列设为0,相当于删除这一列。计算Vandermonde(范德蒙德)矩阵的

两个行列式并相除,得到系数

ai=
1

∏
N+1

j=0,i≠j
(xi-xj)

(3.83)

因此,有

MN
0(x)=∑

N+1

i=0

(x-xi)
N
+

∏
N+1

j=0,i≠j
(xi-xj)

(3.84)

对某个k,可得

MN
k (x)= ∑

k+N+1

i=k

(x-xi)
N
+

∏
N+1

j=0,i≠j
(xi-xj)

(3.85)

由于函数MN
k (x)随着N 的增加而减小,因此进行形如NN

k =(xk+N+1-xk)M
N
k 的归一化,这样对于

等距样本,可得

NN
k (x)=(N +1)·MN

k (x) (3.86)

  下面的例子描述了B-样条的计算过程。
对于N=3,m=4,使用5个输出样本进行B-样条插值。
根据式(3.83)得到的系数为

a0=
1

(x0-x4)(x0-x3)(x0-x2)(x0-x1)

a1=
1

(x1-x4)(x1-x3)(x1-x2)(x1-x0)

a2=
1

(x2-x4)(x2-x3)(x2-x1)(x2-x0)

a3=
1

(x3-x4)(x3-x2)(x3-x1)(x3-x0)

a4=
1

(x4-x3)(x4-x2)(x2-x1)(x3-x0)
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  图3.23(a)和图3.23(b)显示了用于计算N3
0(x)的截断幂函数及它们的和。图3.23(c)描绘了水

平移位的N3
i(x)。

图3.23 三阶B-样条插值(N=3,m=4,5个样本)

B-样条的线性组合称为样条。图3.24显示了二阶和三阶样条对样本y(n+α)的插值结果。在垂

直线上距离α处进行B-样条NN
i (x)移位的计算,用样本y(n)和归一化B-样条NN

i (x)表示二阶和三

阶样条如下:
 

y(n+α)=∑
1

i= -1
y(n+i)N2

n-1+i(α) (3.87)

y(n+α)=∑
2

i= -1
y(n+i)N3

n-2+i(α) (3.88)

  在样本距离α处,二阶B-样条的计算是基于B-样条的对称性完成的,如图3.25所示。根据式(3.77)
和式(3.86),以及图3.25所示的对称性,可以将B-样条表示为
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图3.24 二阶和三阶B-样条插值

N2
2(α)=N2

0(α)=3∑
3

i=0
ai(α-xi)

2
+

N2
1(1+α)=N2

0(1+α)=3∑
3

i=0
ai(1+α-xi)

2
+

N2
0(2+α)=N2

0(1-α)=3∑
3

i=0
ai(2+α-xi)

2
+

=3∑
3

i=0
ai(1-α-xi)

2
+ (3.89)

由式(3.83)可以得到系数

a0=
1

(0-1)(-2)(-3)=-
1
6

a1=
1

(1-0)(1-2)(1-3)=
1
2

a2=
1

(2-0)(2-1)(2-3)=-
1
2

(3.90)

因此

N2
2(α)=3[a0α

2]=-
1
2α

2
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N2
1(α)=3[a0(1+α)2+a1α

2]=-
1
2
(1+α)2+

3
2α

2

N2
0(α)=3[a0(1-α)2]=-

1
2
(1-α)2 (3.91)

图3.25 二阶B-样条的对称性

  由于B-样条的对称性质,可以推导出二阶B-样条的时变系数为

N2
2(α)=h(1)=-

1
2α

2 (3.92)

N2
1(α)=h(2)=-

1
2
(1+α)2+

3
2α

2 (3.93)

N2
0(α)=h(3)=-

1
2
(1-α)2 (3.94)

同样,可以推导出三阶B-样条的时变系数为

N3
3(α)=h(1)=

1
6α

3 (3.95)

N3
2(α)=h(2)=

1
6
(1+α)3-

2
3α

3 (3.96)

N3
1(α)=h(3)=

1
6
(2-α)3-

2
3
(1-α)3 (3.97)

N3
0(α)=h(4)=

1
6
(1-α)3 (3.98)

高阶B-样条表示为

y(n+α)=∑
2

i=-2
y(n+i)N4

n-2+i(α) (3.99)

y(n+α)=∑
3

i=-2
y(n+i)N5

n-3+i(α) (3.100)

y(n+α)=∑
3

i=-3
y(n+i)N6

n-3+i(α) (3.101)

也可以推导出类似的系数集,图3.26说明了四阶和六阶B-样条的插值情况。
一般来说,对于偶数阶,有
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y(n+α)= ∑
N
2

i= -
 N
2

NN
N/2+i(α)y(n+i) (3.102)

对于奇数阶,有

y(n+α)= ∑
N+1
2

i= -
 N-1
2

NN
(N-1)/2+i(α)y(n+i) (3.103)

图3.26 四阶和六阶B-样条插值

  讨论插值应用时,频域特性也是很重要的。
零阶B-样条可表示为

N0
0(x)=∑

1

i=0
aiϕi(x)=

0, x<0
1, 0≤x<1
0, x≥1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.104)

其傅里叶变换是频域的sinc函数。
一阶B-样条为

N1
0(x)=2∑

2

i=0
aiϕi(x)=

0, x<0
1
2x
, 0≤x<1

1-
1
2x
, 1≤x<2

0, x≥2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.105)

其傅里叶变换是频域的sinc2 函数。
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通过重复卷积可以得到高阶B-样条如下:
 

NN(x)=N0(x)*NN-1(x) (3.106)
因此,其傅里叶变换为

FT[NN(x)]=sincN+1
 

(f) (3.107)

  利用频域性质,可以确定样条插值需要的阶数。由于sincN+1(f)函数的衰减特性和系数的简单实

时计算,样条插值非常适合于多级采样率转换系统中最后阶段的时变转换。

3.5 习题

基础知识

考虑一个简单的采样率转换系统,其转换率为
4
3
。该系统由两个上采样块和一个下采样块组成,每

个上采样块因子为2,下采样块因子为3。

1.
 

什么是抗镜像和抗混叠滤波器? 在系统的什么地方需要它们?

2.
 

画出框图。

3.
 

画出输入、中间和输出频谱。

4.
 

幅度是如何受上采样和下采样影响的? 它从何而来?

5.
 

画出这个上采样系统所需的抗混叠和抗镜像滤波器的频率响应。
同步转换

系统现在将直接用因子4进行上采样,再用因子3进行下采样,但使用的是线性插值和抽取方法。

输入信号为x(n)=sinnπ
6  ,n=0,1,…,48。

1.
 

两个插值滤波器的脉冲响应是什么?
 

画出它们的幅度响应。

2.
 

利用 MATLAB在时域绘制输入信号、中间信号和输出信号。

3.
 

因果插值/抽取滤波器导致的延迟是什么?

4.
 

计算该插值/抽取方法在频域内引入的误差。
多相表示

使用插值/抽取滤波器的多相分解来扩展系统。

1.
 

用方框图表示多相分解的思想。这种分解有什么好处?

2.
 

计算用于上采样和下采样的多相滤波器(使用插值和抽取方法)。

3.
 

用 MATLAB绘制时域和频域的所有信号。
异步转换

1.
 

异步采样率转换的基本概念是什么?

2.
 

绘制框图并讨论各部分操作。

3.
 

20位分辨率的过采样系数L 是多少?

4.
 

如何简化过采样操作?

5.
 

如何利用多相滤波?

6.
 

为什么半带滤波器是上采样操作的有效选择?

7.
 

在转换的最后阶段,哪些参数决定了插值算法?


