
数理统计的基本任务之一是利用样本提供的信息对总体分布中的未知量进行推断, 简单来说, 就是通
过样本推断总体. 总体、个体和简单随机样本是数理统计最基本的三个概念, 也与统计量的分布密切相关.

5.1 基 本 概 念

5.1.1 总体与样本

总体是所研究对象的全体. 确切地说, 总体 X 是一个随机变量, 其分布函数 F (x) 被称为总体 X 的分

布函数, 而个体则是构成总体的每个单元.
n个相互独立且与总体 X 具有相同分布的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的集合称为来自总体 X 的一个简

单随机样本, 简称为样本, 其中 n 称为样本容量. 为了能够通过样本推断总体, 样本必须能够代表总体. 因
此, 简单随机样本是具有代表性和独立性的样本. 抽样后, 样本观测值记为 x1, x2, · · · , xn. 在实际问题中,
x1, x2, · · · , xn 即为给定的数据.

(1) 设 X1, X2, · · · , Xn 为总体 X 的一个简单随机样本, 若 X 的分布函数为 F (x), 则样本 X1, X2, · · · ,
Xn 的联合分布函数为

F ∗ (x1, x2, · · · , xn) =

n∏
i=1

F (xi) .

(2) 若连续型随机变量 X 的概率密度函数为 f(x), 则样本 X1, X2, · · · , Xn 的联合概率密度函数为

f∗ (x1, x2, · · · , xn) =

n∏
i=1

f (xi) .

(3) 若离散型随机变量 X 的分布律为 P {Xk = xk} = pk(k = 1, 2, · · · ), 则样本 X1, X2, · · · , Xn 的联合

分布律为

P {X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn} =

n∏
i=1

P {Xi = xi} .

5.1.2 统计量及其分布

设 (X1, X2, · · · , Xn) 为取自总体 X 的一个样本, 则 X1, X2, · · · , Xn 是独立同分布的随机变量, 且每一
个 Xi(i = 1, 2, · · · , n) 的分布都与总体 X 的分布相同. 样本 (X1, X2, · · · , Xn) 的函数为 g (X1, X2, · · · , Xn),
若函数 g 中不直接包含总体分布中的任何未知参数, 则称 g (X1, X2, · · · , Xn) 为统计量.

在抽样前, 统计量是一个随机变量. 在抽样后, 若得到样本 (X1, X2, · · · , Xn) 的一次观测值 (x1, x2, · · · ,
xn), 则 g (x1, x2, · · · , xn) 为统计量的一次观测值, 它可以由实际数据计算得到. 我们构造统计量的主要目
的就是估计总体分布中的未知参数.



接下来, 我们给出两个常用的统计量: 样本均值和样本方差.

【知识点 5.1】 设 (X1, X2, · · · , Xn) 为取自总体的一个样本, 则样本均值和样本方差分别为

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
. (5.1.1)

按照我们的直觉均值应该是先求 n 个数之和, 再除以个数 n. 但是, 为什么样本方差的分母是 n− 1, 而
不是 n 呢？

一个直观的解释：在 X̄ 确定后, n 个偏差 X1 − X̄, X2 − X̄, · · · , Xn − X̄ 中只有 n − 1 个偏差可以自

由变动, 而第 n 个则不能自由取值, 因为
n∑

i=1

(Xi − X̄) = 0. 这也解释了为什么本书后续章节经常用到的统

计量
X̄ − µ

S/
√
n
服从自由度为 n− 1 的 t 分布.

或许有同学会问, 为什么我们不用

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)
2 (5.1.2)

来定义样本方差呢？这里 µ 是总体的均值. 如果用式 (5.1.2) 来定义方差: 设总体的方差为 σ2, 则根据方差

的定义可得 E[(Xi − µ)2] = σ2, i = 1, 2, · · · , n, 故 E

[
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2

]
= σ2. 这样定义不是很准确吗?

我们之所以不用 S2
n 作为样本方差, 一是因为它需要已知随机变量 X 的数学期望 µ；二是因为它与 X̄

不独立 (证明较为复杂). 因此, 我们将 S2 作为样本方差.
样本均值和样本方差有如下重要性质.

【知识点 5.2】 设总体 X 的均值为 µ, 方差为 σ2, (X1, X2, · · · , Xn) 为取自该总体的一个样本, 样本
均值 X̄ 和样本方差 S2 的定义见式(5.1.1), 则

E(X̄) = µ, D(X̄) =
σ2

n
, E

(
S2
)
= σ2.

【证明】 由期望和方差的定义和性质 X1, X2, · · · , Xn 相互独立可知

E(X̄) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E (Xi) = µ,

D(X̄) = D

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

D (Xi) =
σ2

n
.

这证明了前两个等式, 对于第三个等式, 由
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
=

n∑
i=1

X2
i − nX̄2 可得

E
(
S2
)
= E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2]
=

1

n− 1
E

[
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

]

=
1

n− 1

[
n∑

i=1

E
(
X2

i

)
− nE

(
X̄2
)]

.
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将 E
(
X2

i

)
= D (Xi) + [E (Xi)]

2, E
(
X̄2
)
= D(X̄) + [E(X̄)]2 代入上式, 可得

E
(
S2
)
=

1

n− 1

{
n∑

i=1

[
D (Xi) + (E (Xi))

2
]
− n

[
D(X̄) + (E(X̄))2

]}

=
1

n− 1

[
n
(
σ2 + µ2

)
− n

(
σ2

n
+ µ2

)]
= σ2.

【例 5.1】 (2015·数三 8) 设总体 X ∼ b(m, θ), X1, X2, · · · , Xn 为来自该总体的简单随机样本, X̄ 为

样本均值, 则 E

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2]
= ( ).

A. (m− 1)nθ(1− θ) B. m(n− 1)θ(1− θ)

C. (m− 1)(n− 1)θ(1− θ) D. mnθ(1− θ)

【解析】 因为 X ∼ b(m, θ), 所以 D(X) = mθ(1− θ). 由 S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
和 E

(
S2
)
= D(X)

可得

E

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2]
= E

[
(n− 1)S2

]
= (n− 1)E

(
S2
)
= (n− 1)D(X) = m(n− 1)θ(1− θ).

故选 B.

【例 5.2】 (2001·数一 23) 设总体 X 服从正态分布 N
(
µ, σ2

)
(σ > 0), 从该总体中抽取简单随机样本

X1, X2, · · · , X2n(n ⩾ 2), 其样本均值为 X̄ =
1

2n

2n∑
i=1

Xi, 求统计量 Y =

n∑
i=1

(
Xi +Xn+i − 2X̄

)2
的数学期望

E(Y ).

【解析】 设 X̄1 =
1

n

n∑
i=1

Xi, X̄2 =
1

n

n∑
i=1

Xn+i, 则 2X̄ = X̄1 + X̄2. 因此

E(Y ) = E

[
n∑

i=1

(
Xi +Xn+i − 2X̄

)2]
= E

{
n∑

i=1

[(
Xi − X̄1

)
+
(
Xn+i − X̄2

)]2}

= E

{
n∑

i=1

[(
Xi − X̄1

)2
+ 2

(
Xi − X̄1

) (
Xn+i − X̄2

)
+
(
Xn+i − X̄2

)2]}

= E

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄1

)2]
+ 2E

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄1

) (
Xn+i − X̄2

)]
+ E

[
n∑

i=1

(
Xn+i − X̄2

)2]
.

因为 X1 − X̄1 是 {Xi}ni=1 的线性组合, X2 − X̄2 是 {Xn+i}ni=1 的线性组合, 且 {Xi}2ni=1 相互独立, 所以
Xi − X̄1 和 Xn+i − X̄2 相互独立, 于是

E
[(
Xi − X̄1

) (
Xn+i − X̄2

)]
= E

[(
Xi − X̄1

)]
E
[(
Xn+i − X̄2

)]
= 0.

故

E(Y ) = E

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄1

)2]
+ E

[
n∑

i=1

(
Xn+i − X̄2

)2]

= (n− 1)σ2 + (n− 1)σ2 = 2(n− 1)σ2.
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【变式 5.2.1】 (2009·数三 14) 设 X1, X2, · · · , Xm 为来自二项分布总体 b(n, p) 的简单随机样本, X̄
和 S2 分别为样本均值和样本方差, 记统计量 T = X̄ − S2, 则 E(T ) = .

【变式 5.2.2】 (2011·数三 8) 设总体 X 服从参数为 λ(λ > 0) 的泊松分布, X1, X2, · · · , Xn(n ⩾ 2) 为

来自总体的简单随机样本, 对应的统计量有 T1 =
1

n

n∑
i=1

Xi, T2 =
1

n− 1

n−1∑
i=1

Xi +
1

n
Xn, 故 ( ).

A. E(T1) > E(T2), D(T1) > D(T2) B. E(T1) > E(T2), D(T1) < D(T2)

C. E(T1) < E(T2), D(T1) > D(T2) D. E(T1) < E(T2), D(T1) < D(T2)

【变式 5.2.3】 (2010·数三 14) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 N
(
µ, σ2

)
(σ > 0) 的简单随机样本, 统

计量 T =
1

n

n∑
i=1

X2
i , 则 E(T ) = .
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【变式 5.2.4】 (2025·数一 9、数三 9) 设 X1, X2, · · · , X20 是来自总体 B(1, 0.1) 的简单随机样本, 令

T =

20∑
i=1

Xi, 利用泊松分布近似表示二项分布的方法可得 P{T ⩽ 1} ≈ ( ).

A. 1

e2 B. 2

e2 C. 3

e2 D. 4

e2

5.1.3 经验分布函数 (仅数三作要求)

设 x1, x2, · · · , xn 是取自总体分布函数为 F (x) 的样本, 若将样本观测值由小到大进行排列, 记为 x(1),
x(2), · · · , x(n), 则 x(1), x(2), · · · , x(n) 称为有序样本, 用有序样本定义如下函数

Fn(x) =


0, 当 x < x(1),

k

n
, 当 x(k) ⩽ x < x(k+1), k = 1, 2, · · · , n− 1,

1, 当 x ⩾ x(n),

则 Fn(x) 是一非减右连续函数, 且满足 Fn(−∞) = 0 和 Fn(∞) = 1. 由此可见, Fn(x) 是一个分布函数且为

F (x) 的近似函数, 称 Fn(x) 为该样本的经验分布函数.
对每一固定的 x, Fn(x) 是样本中事件 {xi ⩽ x} 发生的频率. 当 n 固定时, Fn(x) 是样本的函数, 它是一

个随机变量. 若对任意给定的实数 x, 定义

Ii(x) =

 1, xi ⩽ x,

0, xi > x,

则由经验分布函数的定义可以看出, 对任意给定的实数 x

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Ii(x).

注意到 Ii(x)(i = 1, 2, 3, · · · ) 是独立同分布的随机变量, 其共同分布为 B(1, F (x)), 由伯努利大数定律可知,
只要 n 相当大, Fn(x) 就依概率收敛于 F (x). 更深刻的结果也是存在的, 这就是格利文科定理, 它表明, 当
n 相当大时, 经验分布函数是总体分布函数 F (x) 的一个良好的近似. 经典统计学中一切统计推断都以样本
为依据, 其理由就在于此.

【例 5.3】 (2025·数三 10) 设总体 X 的均匀分布为 F (x), x1, x2, · · · , xn 为来自总体 X 的简单随机

样本, 样本经验分布函数为 Fn(x), 对于给定的 x(0 < F (x) < 1), D (Fn(x)) = ( ).

A. F (x)[1− F (x)] B. [F (x)]2 C. 1

n
F (x)[1− F (x)] D. 1

n
[F (x)]2

【解析】 将样本观测值由小到大进行排列, 记为 x(1), x(2), · · · , x(n), 则经验分布函数为

145



Fn(x) =


0, 当 x < x(1),

k

n
, 当 x(k) ⩽ x < x(k+1), k = 1, 2, · · · , n− 1,

1, 当 x ⩾ x(n),

记 Ii =

 1, x ⩾ xi,

0, x < xi,
i = 1, 2, · · · , n; 此时 Ii ∼ B(1, p), p = F (x), 即 E (Ii) = p = F (x), D (Ii) = p(1− p) =

F (x)[1− F (x)], 而 Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Ii, 所以

D (Fn(x)) = D

(
1

n

n∑
i=1

Ii

)
=

1

n
D (Ii) =

1

n
F (x)[1− F (x)].

故选 C.

5.2 三 大 分 布

在实践中, 我们很快会认识到, 许多统计推断都基于正态分布的假设. 有三个著名的分布, 它们以标准
正态变量为基础, 并在实际应用中得到了广泛的运用. 这些分布之所以受到重视, 不仅因为它们有清晰的含
义, 还因为它们抽样分布的密度函数具有明确的表达式. 这三个分布统称为统计学的 “三大抽样分布”, 即
χ2 分布、t 分布和 F 分布. 同学们不必死记 χ2 分布、t 分布和 F 分布的概率密度函数的表达式, 只需了解
这些分布的典型特征, 以及它们的分布曲线的示意图和分位数的概念, 并学会如何查阅相应的分位数数值
表即可.

5.2.1 χ2 分布

设 X1, X2, · · · , Xn 为相互独立的、服从标准正态分布的随机变量, 称随机变量 Y = X2
1 +X2

2 + · · ·+
X2

n 服从自由度为 n 的 χ2 分布, 记为 Y ∼ χ2(n). χ2 分布的密度函数图像如图5-1所示.

【知识点 5.3】 当 Y ∼ χ2(n) 时, E(Y ) = n, D(Y ) = 2n.

图 5-1 χ2(n) 的密度函数

【证明】 设 Y =

n∑
i=1

X2
i , 其中 Xi ∼ N(0, 1), 则

E(Y ) = E

(
n∑

i=1

X2
i

)
=

n∑
i=1

E
(
X2

i

)
= n,

D(Y ) = D

(
n∑

i=1

X2
i

)
=

n∑
i=1

D
(
X2

i

)

=

n∑
i=1

[
E
(
X4

i

)
−
(
E
(
X2

i

))2]

=

n∑
i=1

(
3− 12

)
= 2n.
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【知识点 5.4】 (χ2 分布具有可加性) 设 X ∼ χ2(m), Y ∼ χ2(n), 且 X 与 Y 相互独立, 则 X + Y ∼
χ2(m+ n).

【证明】 不妨记 X =

m∑
i=1

X2
i ∼ χ2(m), Y =

n∑
i=1

Y 2
i ∼ χ2(n), 其中 X1, X2, · · · , Xm 独立同分布于

N(0, 1), Y1, Y2, · · · , Yn 相互独立同分布于 N(0, 1). 又因为 X 与 Y 相互独立, 故 X1, X2, · · · , Xm, Y1, Y2,
· · · , Yn 相互独立, 则

X + Y =

m∑
i=1

X2
i +

n∑
i=1

Y 2
i ∼ χ2(m+ n).

【注】 类似具有可加性的分布还有二项分布、泊松分布和正态分布.

【例 5.4】 (1998·数三 5) 设 X1, X2, X3, X4 是来自正态总体 N
(
0, 22

)
的简单随机样本, X =

a (X1 − 2X2)
2
+ b (3X3 − 4X4)

2, 其中 a, b ̸= 0, 则当 a = , b = 时, 统计量 X 服从 χ2 分

布, 其自由度为 .

【解析】 因为 X1, X2, X3, X4 相互独立且均服从 N
(
0, 22

)
, 则 X1 − 2X2 ∼ N(0, 20), 3X3 − 4X4 ∼

N(0, 100), 且两者相互独立, 于是
1√
20

(X1 − 2X2) ∼ N(0, 1),
1√
100

(3X3 − 4X4) ∼ N(0, 1).

由 χ2 的定义可知, 当 a =
1

20
, b = 1

100
时, 有

X =
1

20
(X1 − 2X2)

2
+

1

100
(3X3 − 4X4)

2 ∼ χ2(2),

即 a =
1

20
, b = 1

100
时, X 服从 χ2 分布, 且自由度为 n = 2.

χ2 分布之所以实用的一个重要原因是如下定理的存在.

【知识点 5.5】 设 (X1, X2, · · · , Xn) 是取自正态总体 N
(
µ, σ2

)
的一个样本, 样本均值和样本方差分

别为 X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2, S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)
2, 则

(1) X̄与S2相互独立; (2) X̄与S2
n不独立; (3) X̄ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
;

(4)
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1); (5)

nS2
n

σ2
∼ χ2(n).

【变式 5.4.1】 (2017·数一 8、数三 8) 设 X1, X2, · · · , Xn(n ⩾ 2) 来自总体 N(µ, 1) 的简单随机样本,

记 X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi 则下列结论中不正确的是 ( ).

A.
n∑

i=1

(Xi − µ)
2
服从 χ2 分布 B. 2 (Xn −X1)

2
服从 χ2 分布

C.
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
服从 χ2 分布 D. n(X̄ − µ)2 服从 χ2 分布
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【变式 5.4.2】 (2008·数一 23、数三 23) 设 X1, X2, · · · , Xn 是总体为 N (0, 1) 的简单随机样本. 记

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2, T = X̄2 − 1

n
S2, 求 D(T ).

【分析】 注意到 X̄ 与 S2 相互独立. 如果用公式

D(T ) = E
(
T 2
)
− (E(T ))2 = E

(
T 2
)
= E

(
X̄4 − 2

n
X̄2 · S2 +

S4

n2

)
,

计算会很繁杂. 如果利用 X̄, S2 的独立性, 那么

D(T ) = D

(
X̄2 − 1

n
S2

)
= D

(
X̄2
)
+

1

n2
D
(
S2
)
,

再计算

D
(
X̄2
)
= D

 1

n2

n∑
i=1

X2
i +

1

n2

∑
i ̸=j

XiXj


和 D

(
S2
)
更困难.

注意到
√
nX̄ ∼ N(0, 1), 即 nX̄2 ∼ χ2(1), (n − 1)S2 ∼ χ2(n − 1), 而 D

(
χ2(n)

)
= 2n. 再来计算

D(T ) = D
(
X̄2
)
+

1

n2
D
(
S2
)
就不难了.

5.2.2 t 分布

设随机变量 X 与 Y 相互独立, 且 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n), 则称 T =
X√
Y /n

服从自由度为 n 的 t 分

布, 记为 T ∼ t(n), 其密度函数图像 (见图5-2) 关于直线 t = 0 对称, 当 n 充分大时, 其图形类似于标准正态
分布的密度函数图像, 如图5-3所示. 事实上, 当 n 充分大时, t(n) 分布近似于 N(0, 1).

图 5-2 t(n) 的密度函数 图 5-3 标准正态分布和 t 分布的密度函数
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【例 5.5】 (2014·数三 8) 设 X1, X2, X3 为来自正态总体 N
(
0, σ2

)
的简单随机样本, 则统计量 S =

X1 −X2√
2 |X3|

服从的分布为 ( ).

A. F (1, 1) B. F (2, 1) C. t(1) D. t(2)

【解析】 因为 X1, X2, X3 为来自正态总体 N
(
0, σ2

)
的简单随机样本, 所以 X1 − X2 ∼ N

(
0, 2σ2

)
,

于是 U =
X1 −X2√

2σ
∼ N(0, 1). 又因为 X3 ∼ N

(
0, σ2

)
, 所以 X3

σ
∼ N(0, 1), 于是 V =

X2
3

σ2
∼ χ2(1). 因为

X1 −X2√
2σ

与
X2

3

σ2
相互独立, 所以由 t 分布可得

X1 −X2√
2 |X3|

=

X1 −X2√
2σ√

X2
3

σ2
/1

∼ t(1),

故选 C.

【变式 5.5.1】 (2012·数三 8) 设 X1, X2, X3, X4 为来自总体 N
(
1, σ2

)
(σ > 0) 的简单随机样本, 则统

计量
X1 −X2

|X3 +X4 − 2|
的分布为 ( ).

A. N(0, 1) B. t(1) C. χ2(1) D. F (1, 1)

【变式 5.5.2】 (1997·数三 5)设随机变量 X 和 Y 相互独立且都服从正态分布 N
(
0, 32

)
,而 X1, X2, · · · ,

X9 和 Y1, Y2, · · · , Y9 分别是来自总体 X 和 Y 的简单随机样本, 则统计量 Z =
X1 +X2 + · · ·+X9√
Y 2
1 + Y 2

2 + · · ·+ Y 2
9

服从

分布, 参数为 .
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【知识点 5.6】 设 (X1, X2, · · · , Xn)是取自正态总体 N
(
µ, σ2

)
的一个样本,样本均值 X̄ =

1

n

n∑
i=1

Xi,

样本方差 S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2, 则有

X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1).

【证明】 因为
X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1), (n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1), 且 X̄ 与 S2 相互独立, 根据 t 分布的定义可得

X̄ − µ

σ/
√
n√

(n− 1)S2

σ2
/(n− 1)

=
X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1).

【注】 若记 Sn =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2, 则 nS2
n

σ2
∼ χ2(n). 能否由 X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1), 得到

X̄ − µ

σ/
√
n√

nS2
n

σ2
/n

=
X̄ − µ

Sn/
√
n
∼ t(n)?

答案是不能, 因为 X̄ 与 S2
n 不独立.

【例 5.6】 (2018·数三 8) 已知 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X ∼ N
(
µ, σ2

)
的简单随机样本, 令

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2, S∗ =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)
2, 则 ( ).

A.
√
n(X̄ − µ)

S
∼ t(n) B.

√
n(X̄ − µ)

S
∼ t(n− 1)

C.
√
n(X̄ − µ)

S∗ ∼ t(n) D.
√
n(X̄ − µ)

S∗ ∼ t(n− 1)

【解析】 由知识点5.6的分析可知只有 B 正确. 故选 B.

【例 5.7】 (1999·数三 23)设 X1, X2, · · · , X9是来自正态总体 X 的简单随机样本, Y1=
1

6
(X1+X2+· · ·+

X6), Y2 =
1

3
(X7 +X8 +X9), S2 =

1

2

9∑
i=7

(Xi − Y2)
2, Z =

√
2 (Y1 − Y2)

S
, 证明统计量 Z 服从自由度为 2 的

t 分布.

【解析】 因为服从正态分布的独立随机变量其线性组合也服从正态分布, 所以

Y1 =
1

6
(X1 +X2 + . . .+X6) ∼ N

(
µ,

σ2

6

)
,

Y2 =
1

3
(X7 +X8 +X9) ∼ N

(
µ,

σ2

3

)
.

由于 Y1, Y2 独立且都服从正态分布, 故 Y1 − Y2 也服从正态分布, 且 Y1 − Y2 ∼ N

(
0,

σ2

2

)
. 标准化得

U =
Y1 − Y2

σ/
√
2

∼ N(0, 1).
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