
第5章 模 态 逻 辑

我们经常需要推理事物的存在状态，以帮助我们做出决策。由于推理过程中常涉及不

确定性，需要使用“必然”和“可能”等概念来表达不同的情况。模态逻辑 (Modal Logic)

提供了一种形式化语言，使我们能够对自然语言中的这些概念进行精确定义和严格推理。本

章将首先介绍基本的模态逻辑、语言和语义，引入一系列重要的概念、形式推演系统和判定

问题的一些经典结果。作为模态逻辑的扩展，结语的部分还将介绍时态逻辑和动态逻辑。

5.1 自动驾驶中的模态逻辑推理

假设一辆自动驾驶汽车正行驶在高速公路上，系统需要判断是否可以安全继续行驶。

定义以下命题：

◦ p：前方道路畅通；

◦ o：前方有障碍物；

◦ s：传感器数据可靠 (即所有传感器都正常工作)；

◦ d：车辆可以安全行驶。

引入模态逻辑的两个基本算子：

◦ □p：“必然 p”，即所有情况下道路都畅通；

◦ ♢p：“可能 p”，即在至少一种情况下道路畅通。

推理规则 假设以下逻辑规则成立：

□p→ d (如果前方必然畅通，则车辆可以安全行驶) (a)

□o→ ¬d (如果前方必然有障碍物，则车辆不能安全行驶) (b)

♢p ∧ ♢o (在某些情况下前方畅通，而在某些情况下有障碍物，存在不确定性) (c)

□s→ (□p ∨□o) (如果传感器必然可靠，则可以判断前方是否畅通) (d)

以下考虑不同情境下的推理。

理想情况，所有传感器正常工作：由于 □s 为真 (所有传感器都可靠)，系统根据传感

器信息得到 □p。由推理规则 (a) □p → d 可得 d，而且这个结论是必然的，即 □d。结论：
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车辆必然可以安全行驶。

部分传感器失效，存在不确定性：例如，前方有雾，激光雷达无法检测远处的情况，但

摄像头仍能部分探测。这意味着 ¬□s (传感器数据不必然可靠)。由于部分传感器仍可工作，

系统只能得出 ♢p (道路可能畅通)。但同时，系统可能也会得出 ♢o (道路可能有障碍物)。

由于 ♢p ∧ ♢o，系统无法确定 □d (无法确保必然安全行驶)。这时，需要调整驾驶策略：车

辆应减速或依靠额外数据 (如云端地图、V2X 车联网信息) 进一步做决策。

前方有障碍物，但不确定是否可移动：假设汽车检测到前方可能有一辆静止的车，但

无法判断它是否会移动。这可以表示为

♢o ∧ ¬□o (可能有障碍物，但不必然有障碍物) (e)

进一步推理：如果 □o (必然有障碍物)，则根据 (b) 得出 ¬d，即不能安全行驶。如果

♢¬o (障碍物可能会移开)，则仍有 ♢d，即可能可以继续行驶。这时，需要调整驾驶策略：
系统可以选择短暂停止，或尝试换道，而不是直接继续前行。

如上所示，这种模态逻辑推理方法可用于对不确定性进行推理：如在高速公路驾驶过

程中，当传感器不确定前方情况时，系统可以动态调整决策 (如减速或变道)。或者在恶劣

天气条件下，部分传感器失效，可帮助系统判断是否需要切换驾驶模式。如果车辆的传感

器无法确定前方是否畅通，系统可以通过联网获取其他车辆或基础设施的信息，弥补感知

信息的不确定性。

这个例子展示了模态语言在自动驾驶情境中如何用于表达不确定性并进行推理。事实

上，围绕可能性和必然性的推理在日常生活中也非常普遍。

5.2 模态语言和可能世界语义

下面给出模态逻辑的语言。

定义35 (模态逻辑的语言). 令P 是原子命题的集合，p表示任意的原子命题，模态逻

辑的语言L由下面的规则定义：

φ ::= p | ¬φ | (φ ∧ φ) | (φ ∨ φ) | (φ→ φ) | (φ↔ φ) | □φ | ♢φ

可以看出，在命题逻辑语言的基础上添加了两个模态算子。□φ读作“必然φ”或者“φ

必然为真”。同样，♢φ读作“可能φ”或者“φ可能为真”。事实上，这两个模态算子是可

以互相定义的：□φ⇔ ¬♢¬φ。
练习31. 用模态逻辑的语言表示下面的句子。

(1) 如果一个人工智能系统缺乏适当的训练数据，它就不可能做出准确的预测。

(2) 为了使人工智能高效运行，拥有大量数据是必要的。
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(3) 如果一个人工智能存在偏见，它的决策不一定是公平的。

(4) 未来人工智能生成的内容可能会主导网络媒体。

(5) 如果计算能力持续提升，人工智能有可能实现类人推理。

使用可能世界语义来对“必然”和“可能”的概念做出精确的解释。基于可能世界的

语义模型又叫作克里普克 (Kripke)模型。

定义36 (模态逻辑的模型). 一个克里普克模型 M是一个三元组 (S,R, V )，其中，

(a) S 是可能世界 (或可能状态) 的集合；

(b) R 是可能世界之间的二元可及关系；

(c) V 是赋值函数: P → P(S)。其中，P(S)是 S 的幂集，V (p) 是 p 为真的所有世界

的集合。

可能世界之间的可及关系可以有多种解释。正如将在后续章节中看到的，这种关系既

可以体现为认知上的可及性 (认知逻辑)，也可以代表一种道义上更理想的状态 (道义逻辑)，

也可以是执行了一个程序使得状态发生了变化 (动态逻辑)，从而为其他逻辑语言的解释奠

定基础。赋值函数则告诉我们哪些命题在哪些世界上为真。

1

p

2

q

3

p,q

4

p

图 5-1 克里普克模型

例14. 图 5-1表示一个克里普克模型，其中W = {w1, w2, w3,

w4}, 在图中用节点表示。可及关系用节点之间带箭头的线表示，

我们有w1Rw2, w1Rw3, w2Rw4, w3Rw3, w3Rw4。最后，V (p) =

{w1, w3, w4}, V (q) = {w2, w3}。注意，图中w3有一个自反箭头，

表示对自身可及。

当不考虑赋值函数时，就得到F = (S,R)，称为框架 (Frame)。

因为赋值函数可以有很多，所以基于同一个框架的模型也可能有很多。定义有效性概念的

时候将会用到框架的概念。现在，一旦模型确定，就可以给出任意一个公式在模型的某个

世界或状态上为真的条件。

定义37 (真值条件). 给定一个模型 M 和一个状态 s ∈ S，以下递归定义一个公式在

M, s 上是真的：

M, s |= p 当且仅当 s ∈ V (p)

M, s |= ¬φ 当且仅当 并非M, s |= φ

M, s |= φ ∧ ψ 当且仅当 M, s |= φ并且M, s |= ψ

M, s |= □φ 当且仅当 所有的 t，若 sRt，则M, t |= φ

M, s |= ♢φ 当且仅当 存在 t，sRt 且M, t |= φ

其余形式公式的真值条件，这里省略，读者容易补充。

练习32. 考虑例14中的模型，判断下面公式分别在 4个世界上的真假。

(1) □p
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(2) ♢q
(3) □□q
(4) □(p→ q)

(5) ♢q → □p

5.3 互模拟、有效性

给定两个模态逻辑的模型 M 和 M′，若 M中的状态 s 和 M′中的状态 s′ 满足相同的

模态公式集，则它们是模态等价的，记作 s↭ s′。

与模态等价密切相关的一个概念是模型之间的“互模拟”(Bisimulation)。

定义38 (互模拟). 设 M = (S,R, V ), M′ = (S′, R′, V ′) 为两个模型。称一个非空的二

元关系 Z ⊆ S×S′ 是两个模型之间的互模拟，(记作 Z：M↔M′)，如果Z满足下面的条件：

(1) 若 sZs′，则 s, s′ 满足相同的命题变元；

(2) 如果 sZs′ 并且 sRt，那么 M′ 中存在 t′ 满足 s′R′t′ 并且 tZt′；

(3) 如果 sZs′ 并且 s′R′t′，那么 M 中存在 t 满足 sRt 并且 tZt′。

当 Z 是连接 M 中的 s 和 M′ 中的 s′ 互模拟时，可以说 s 和 s′ 互模拟，记作

M, s↔M′, s′。当M和M′在上下文中清楚时，简写为 s↔ s′。

例15. 验证图5-2中的两个模型是互模拟的。

s1 t1

(a) 1

s2

t2

u2

(b) 2

图 5-2 互模拟的两个模型

类似于一阶逻辑的同构概念，互模拟是用来描述两个模态模型之间关系的概念。同时，

互模拟的概念也揭示了模态语言的局限性，即使用模态语言无法区分两个互模拟的模型。

以下是关于互模拟的一个性质，可以通过对公式结构的归纳证明得到。

命题1 (互模拟的不变性). 对两个模型M, M′之间的任一互模拟关系 Z，如果 sZt, 则

s, t 是模态等价的。

那么，反过来，模态等价是否蕴涵存在互模拟关系？下面介绍模态逻辑中的经典结果，轩

尼诗-米尔纳 (Hennessy-Milner) 定理。为此，先定义“像有穷”(Image-Finite) 的模型。如

果对一个模型M 中的每个状态 s、关系R，集合{t | sRt} 是有穷的，称该模型是像有穷的。
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定理18 (轩尼诗-米尔纳定理). 给定两个像有穷的模型M = (S,R, V ), M′ = (S′, R′, V ′)，

有 s↔s′ 当且仅当 s↭ s′。

该定理的证明中最主要的想法是将模态等价关系直接定义为互模拟。细节可以参

考Blackburn et al. (2001)的论文。

对于每一个模型 (M, s)，总存在一个最小的与之互模拟的模型 (N, s)，称为它的“互

模拟收缩”(Contraction)。这个收缩模型可以看作原模型中模态信息的最简表达形式。给

定一个模型，可以通过寻找其互模拟收缩模型对其进行简化。在模型检测的理论与实践中，

互模拟是一项关键技术，因为它能够在保留原模型信息的前提下，显著减少需要分析的模

型大小。这也正是为什么在模型验证之前，通常会利用互模拟 (或其他行为等价关系的概

念) 对模型进行简化。

下面给出模态公式的有效性定义。

定义39 (模型上普遍为真). 若一个公式 φ 在模型 M 的所有世界上都为真，我们称该

公式在模型 M 上是普遍为真的。

定义40 (模型上可满足). 若模型中有一些世界使得公式 φ 为真，称该公式在模型上是

可满足的。

上面的定义可以扩展到公式集。一个公式集 Σ 在一个模型 M 的所有世界上为真，称

该公式集在模型 M 上是普遍为真的。若公式集在模型的一些世界上为真，称该公式集在

模型上是可满足的。

定义41 (有效性). 若一个公式 φ 在基于框架 F 的任意模型中的世界 s 上都是真的，

称公式 φ 在框架 F 的世界 s 上是有效的, 记作 F, s |= φ。若公式 φ 在框架 F 的任意世界

上是有效的，称 φ 在框架 F 上是有效的，记作 F |= φ。若一个公式φ在框架类 F 中的任
一框架 F 上是有效的，则公式在该框架类上是有效的，记作 F |= φ。若一个公式φ在所有

框架类上是有效的，称该公式是有效的，记作 |= φ。

根据框架中可及关系所满足的性质，可以定义框架类。满足自反性的框架构成自反框

架类，满足传递性的框架构成传递框架类。这些框架的性质可以对应模态逻辑的公式，常

见的公式和性质的对应可以见表5-1。

表 5-1 模态逻辑公式与框架性质的对应关系

模态逻辑公式 对应的框架性质

T: □p→ p 自反性 (每个状态可及自身)
4: □p→ □□p 传递性 (如果状态 x 可及 y，y 可及 z，则 x 可及 z)
D: □p→ ♢p 持续性 (每个状态至少存在一个可及状态)
B: p→ □♢p 对称性 (如果 x 可及 y，则 y 也可及 x)
5: ♢p→ □♢p 欧几里得性质 (如果 x 可及 y 且 x 可及 z，则 y 与 z 之间可及)
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T 对应自反性，表明每个状态都能“看见”自己；4 对应传递性，强调状态之间的传

递联系；D 确保每个状态都有至少一个后继状态；B 强调状态之间的双向可及；5 描述了

一种欧几里得性质，即状态之间的广泛联系。

当一个公式集在一框架类F 上是有效的，称它是该框架类的逻辑，记作 ΛF。

例16. 证明 □p→ p 不是有效的，但是它对于自反的框架类是有效的。

证明. 要证明□p → p 不是有效的，只需要找到一个模型，使得公式在该模型的某个

世界上为假。考虑模型 M, 其中，W = {w}，R 为空关系，V (p) = ∅。有 M, w |= □p 且
M, w ⊭ p，因此，M, w ⊭ □p→ p。这样构造的模型，又称为反模型。

令 (W,R) 为一自反框架，即对于任意 w ∈ W 都有 wRw 成立。任取基于该框架的模

型M = (W,R, V )，并任取一个世界 w ∈W。为了证明M, w |= □p→ p，假设M, w |= □p。
由 □p 的语义可知：对于所有世界 v ∈W，若 wRv，则 M, v |= p。由于框架是自反的，故

wRw 成立。从而得M, w |= p。由此可见，在任何基于自反框架的模型中，□p→ p 都普遍

为真。故该公式对自反的框架类是有效的。 □
练习33. 证明以下命题。

(1) □p→ □□p 不是有效的，但对于传递的框架类是有效的。
(2) p→ □♢p 不是有效的，但对于对称的框架类是有效的。
(3) □(p→ q) → (□p→ □q) 在所有框架类上是有效的。

5.4 公理系统

在任意的框架类上有效的公式构成了模态逻辑 K，通常被称为最小的正规模态逻辑,其

希尔伯特式的公理化系统定义如下。注意，希尔伯特式的公理化系统跟自然演绎系统不同，

它是由一些普遍有效的公理和推演规则构成的。在模态逻辑中，普遍的公理对于不同的系

统有所不同。为了强调这一点，在本章选择了希尔伯特式的公理化系统。

定义42 (公理系统 K). 模态逻辑 K 由下面的公理和推理规则构成：

(1) 所有命题逻辑重言式的特例；

(2) □(φ→ ψ) → (□φ→ □ψ)；
– 分离规则 (MP)：从 φ→ ψ 和 φ ，推出 ψ；

– 必然化规则 (Nec)：从 φ，推出 □φ。
下面给出系统K中的定理证明。

例17. 给出下面定理的证明： ⊢K □(p ∧ q) → (□p ∧□q)。
证明. (1) (p ∧ q) → p (重言式)

(2) □((p ∧ q) → p) ((1);必然化规则 Nec)
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(3) □((p ∧ q) → p) → (□(p ∧ q) → □p) (K 公理实例)

(4) □(p ∧ q) → □p ((2),(3);分离规则 MP)

(5) (p ∧ q) → q (重言式)

(6) □((p ∧ q) → q) ((5); 必然化规则 Nec)

(7) □((p ∧ q) → q) → (□(p ∧ q) → □q) (K 公理实例)

(8) □(p ∧ q) → □q ((6),(7); 分离规则 MP)

(9) (□(p ∧ q) → □p) → ((□(p ∧ q) → □q) → (□(p ∧ q) → (□p ∧□q))) (重言式)

(10) (□(p ∧ q) → □q) → (□(p ∧ q) → (□p ∧□q)) ((4),(9); MP)

(11) □(p ∧ q) → (□p ∧□q) ((8),(10); MP)

□
练习34. 给出下面定理的证明。

(1) (□p ∧□q) → □(p ∧ q)。

(2) ♢(p ∨ q) ↔
(
♢p ∨ ♢q

)
。

(3) (♢p ∧□(p→ q)) → ♢q。
K 之所以被称为最小的正规模态逻辑，因为它是关于框架类推理的正规系统中最弱的

系统。通过添加其他的公理，可以获得其他更强的模态逻辑系统。在系统 K 的基础上添加

T 和 4，得到公理系统 S4；进一步添加 B 作为公理，就得到公理系统 S5。S5 通常定义在

等价关系的框架类上，也就是自反、对称和传递的框架。事实上，在自反的前提下，加入

欧几里得公理 (5：♢p → □♢p) 可以推出对称性和传递性。因此，S5 可以通过在系统 KT

的基础上添加 5 来公理化，而不需要单独引入对称性公理 (B)。所以，我们也经常看到表

述 S5 = KT5。系统S4 和S5 在认知逻辑中是常见的系统将在下一章继续讨论。

5.5 元定理

定理19 (可靠性和完全性). 对任意的模态公式φ, ⊢K φ当且仅当 |= φ。

证明思路与一阶逻辑的完全性证明类似，类似的方法也适用于上面提到的其他模态逻

辑系统。关于其中的细节，可参考文献Blackburn et al. (2001)和 van Benthem (2010)。

在模态逻辑中，通常的判定问题具体可以如下表述为。

◦ 模型检测：给定一个具体的克里普克模型M (通常有穷)和一个公式 φ，判断M, w |=

φ是否成立 (或对所有 w 都成立，依不同定义而定)。

◦ 可满足性：给定一个模态公式φ, 是否存在一个克里普克模型M和世界w，使得

M, w |= φ？换句话说，φ 能不能在某个模型的某个状态下被满足？

◦ 有效性：给定模态公式 φ，是否在所有的克里普克模型、所有世界上都为真？这等价
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于¬φ是否不可满足。

下面是一些经典的结果。

定理20 (可满足性). 在单一模态算子的正规模态逻辑 K 中，公式的可满足性问题是

PSPACE完全的。此外，系统T、S4中公式的可满足性问题仍然是 PSPACE完全的。S5的

可满足性问题是NP完全的。
证明思路 这个结果最早由Ladner (1977) 证明，主要思路如下。

◦ 上界：使用表列法 (Tableau)或过滤法 (Filtration)在多项式空间内完成可满足性的

判定，从而归入 PSPACE。
◦ 下界：将某些典型的 PSPACE 困难问题 (如量化布尔公式的某些变形) 多项式时间

还原至模态逻辑可满足性，由此获得 PSPACE 复杂度。
特别地，在可及关系上添加如自反 (T) 、传递 (S4) 并不会降低问题复杂度，可满足性

依旧是 PSPACE完全的。对S5来说，因为它的可及关系是一个等价关系 (自反、传递和对

称)，也就是每个世界都可以访问每个世界。这使得S5的模型可以非常紧凑，能够有效降

低复杂度。对这些系统的可满足性问题的讨论，可参见文献 Blackburn et al. (2001)、van

Benthem (2010) 和 Ladner (1977)。

模型检测在计算机科学中广泛应用，例如，针对并发系统、分布式系统、硬件设计进

行自动验证。

定理21 (模型检测). 令M = (W,R, V ) 为克里普克模型，其中 |W | = n，R ⊆W ×W

为可及关系，V 为命题变元的赋值函数。给定基本模态逻辑 K (或其扩展系统如 T、S4、

S5) 中的公式 φ，则以下判定问题都可在关于 |W | + |R| 与 |φ| 的多项式时间内求解 (P完
全的)。

(1) 点模型检测：判断对某个固定世界 w ∈W，是否有 M, w |= φ 成立。

(2)全局模型检测：判断在模型M中是否所有世界都满足 φ，即 ∀w ∈W : M, w |= φ。

更具体地，存在算法能在 O
(
(n+ |R|) · |φ|

)
或其他多项式量级的时间内完成此判定。

证明思路 可以采用标记算法 (Labelling Algorithm)：将公式 φ 逐步分解为子公式，

对每个子公式在模型的每个世界上标记其真值，反复利用 □ 与 ♢ 的语义规则 (即对后继可

及世界的检查) 更新标记。该过程可在多项式时间内完成，得到每个世界对所有子公式的

真值信息，从而可判断 M, w |= φ 是否成立。

在系统 T、S4、S5 等中，可及关系具备自反、传递、对称或欧几里得性等性质，但这

不会实质增加局部检查的复杂度，因而同样可以在类似的多项式时间算法中处理。该定理

为在实践中进行可扩展的自动验证 (如程序或系统模型检测) 提供了坚实理论支持。

时态逻辑是对模态逻辑的进一步扩展，通常也能在多项式或指数级时间内做模型检测。

这也是它在工业界被广泛用于“程序性质自动验证”的一个重要原因。
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定理22 (有效性). 在单一模态算子的正规模态逻辑 K 中，公式的有效性问题是

PSPACE完全的。此外，系统T、S4中公式的有效性问题仍然是 PSPACE完全的。S5的

有效性问题是 co-NP完全的。
证明细节，参考 Ladner (1977)的论文。

注记2. 可满足性关心的是“有没有某个模型可让公式为真”，这对“任意”模型都要

考虑，故算法复杂度更高，在 PSPACE 范围。模型检测是给定一个具体模型，通常其复杂
度与可满足性不处于相同量级。

注记3. 我们知道，一阶逻辑的有效性问题为不可判定，即不存在一个算法可以在有

限时间内对所有一阶公式给出正确的“有效/无效”答案。一阶逻辑的可满足性同样不可判

定。模态逻辑只有可能和必然两个算子,它们虽然也有量化的意义，但其作用是局部的，与

一阶逻辑的全局量化有着本质的区别。模态逻辑在理论上是可判定的：我们可以给出一个

算法，对任意模态公式进行有限步骤的构造或搜索，最终输出“可满足”或“不可满足”。

这对很多需要自动推理的计算机应用来说是个好消息。

5.6 结语：时态逻辑、动态逻辑等扩展

在本章中探讨了模态逻辑的语言和语义，并介绍了公理系统、元定理和判定问题的经

典结果。这为后续的模态逻辑的扩展奠定了基础。在结束本章之际，将简要介绍与模态逻辑

及其应用紧密相关的两个方向：模型检测中的时态逻辑、程序执行语境下的动态逻辑。此

外，将引入下一章的认知逻辑。

5.6.1 时态逻辑

时态逻辑主要用于描述系统状态随时间的演化。在模型检测中，时态逻辑是核心工具

之一。通过引入时间维度，可以精确表达诸如“最终会发生”、“始终满足”或“直到某一

条件成立”等性质，从而对系统的行为进行形式化描述和检测。常见的时态逻辑系统如下。

◦ LTL (Linear Temporal Logic，线性时态逻辑)：LTL聚焦于线性时间模型，以序列

方式刻画状态的演化。

◦ CTL (Computation Tree Logic，计算树逻辑)：在CTL中，状态公式和路径公式结

合使用，可以对分支结构进行精细刻画。

◦ CTL*：作为CTL的推广，CTL* 允许更加灵活的时间和路径量化，使得表达能力

更强。

这些逻辑都建立在克里普克结构的基础上，利用状态与状态之间的可及关系描述自动
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验证系统的各项性质，为复杂系统的可靠性提供了理论支持。

LTL 的基本假设是时间是单一线性序列。换句话说，LTL 关注的是单一路径上的状态

演化，而不区分不同分支。LTL 中常用的算子如下。

◦ Xφ：下一个状态 φ 成立。

◦ Fφ：在未来某个时刻 φ 会成立 (最终成立)。

◦ Gφ：在所有未来时刻 φ 始终成立。

◦ φUψ：φ 一直成立，直到 ψ 成立为止。

LTL假定系统行为可以用一条单一的“时间线”描述，因此非常适合于描述单个执行轨

迹上的行为。其语法和语义较为直观，但在表达需要考虑多个分支的性质时可能不如 CTL

或 CTL* 灵活。关于时态逻辑的著作很多，不在这里赘述。感兴趣的读者可以参考Prior

(1967)的先驱性工作，和计算机领域影响很大的Pnueli (1977)的工作。

5.6.2 命题动态逻辑

命题动态逻辑 (Propositional Dynamic Logic，PDL) 是一种专门用于描述和分析程序

行为的模态逻辑。它的核心思想是将程序的执行过程抽象为状态之间的转换，并利用模态

算子描述程序执行后的性质。

具体而言，在 PDL 中，每个程序 α 对应一个二元关系 Rα，定义在一个克里普克结构

的状态集合 S 上。形式化地说，如果 (s, t) ∈ Rα，则表示在状态 s 执行程序 α 后，系统可

能转移到状态 t。这种抽象将程序执行转化为状态之间的“跳转”，从而为形式化分析提供

了直观的图模型。PDL 采用模态算子刻画程序执行后的性质，主要有以下两种表达方式。

◦ [α]φ 表示：在当前状态下，如果程序 α 可执行，则对于所有通过 α 转移可达的状

态，命题 φ都成立。这表达了“必然性”，即程序执行后无论如何演化，φ都得满足。

◦ ⟨α⟩φ 表示：存在一条程序 α 的执行路径，使得执行后达到的某个状态满足 φ。这表

达了“可能性”，说明至少有一种执行方式可以达到满足 φ 的状态。

为了描述复杂的程序行为，PDL 允许利用基本程序构造更复杂的表达式，其常见的算

子如下。

◦ 序列组合：若 α 和 β 是两个程序，则 α;β 表示先执行 α 再执行 β。对应的状态转

换关系是 Rα;β = Rα ◦ Rβ，即状态 s 经过 α 后转移到某状态，再经过 β 转移到目

标状态。

◦ 非确定性选择：α ∪ β 表示在执行时可非确定性地选择执行 α 或 β 中的任一者。这

反映了程序设计中的分支和选择行为。

◦ 迭代：α∗ 表示程序 α 的零次或多次重复执行，涵盖了循环结构和递归调用等情况。

78



第 5章 模 态 逻 辑

这些算子大幅增强了 PDL 的表达能力，使其能够描述复杂的程序控制流程。

从模型的角度看，PDL中的状态转移常常以加标转换系统 (Labeled Transition System)

刻画。该系统由一组状态及标记了程序的转移边构成，其中每条边上的标记就是相应的程

序。这种图模型直观地展示了所有可能的程序执行路径，因此在形式化验证、程序正确性证

明以及模型检测等领域中发挥着重要作用。借助 PDL，可以形式化地证明程序在所有可能

的执行路径上都能满足期望的性质，或者通过寻找反例来识别程序中的潜在错误。这为自

动化工具的开发提供了理论支持，并在实际的软件工程和系统设计中得到了广泛应用。感

兴趣的读者可以进一步参考文献 Harel et al. (2000)。

从下一章开始，我们介绍认知逻辑 (Epistemic Logic)，其主要表示和推理智能体的知

识和信念，其核心在于将模态算子 □ 解释为“智能体知道 φ”。我们将深入研究认识逻辑

的语法、语义及其在知识表示和多智能体系统中的应用，从而更好地理解认知状态与信息

交流的形式化模型。
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