
03 均值不等式

均值不等式是一类较常用的不等式。顾名思义，它反映了不同的平均

值之间的大小关系。

我们来看图 3.1。其中，△ABC 是一个直角三角形，∠ACB = 90◦。

CD ⊥ AB，线段 CD 为 AB 边上的高。设 AD = a，BD = b。根据初中

学过的相似三角形，我们可以得到 △ACD ∼ △CBD，从而得到

CD

AD
=

BD

CD
。

进一步写出 CD2 = AD ·BD 以及 CD =
√
AD ·BD =

√
ab。

图 3.1 △ABC

此外，线段 CO 是斜边 AB 上的中线，所以

CO =
1

2
AB =

a+ b

2
。

显而易见，CO ⩾ CD，因为线段 CO 是直角 △CDO 的斜边，而线段 CD

为直角边，因此，我们可以得到不等式

a+ b

2
⩾

√
ab,
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或者写为

a+ b ⩾ 2
√
ab。

这个不等式对任意的非负数 a, b ⩾ 0 都是成立的。

我们也可以通过代数方法，用不等式的左边减去右边，得到

a+ b− 2
√
ab = (

√
a−

√
b)2 ⩾ 0,

从而推出同样的结论。

我们把这个公式写为
a+ b

2
⩾

√
ab

的原因是其左边是 a 和 b 的算术平均值，而右边是 a 和 b 的几何平均值。

这个不等式告诉我们:
两个正数的算术平均值不小于它们的几何平均值，即

a+ b

2
⩾

√
ab,

当且仅当 a = b 的时候，等式成立。

我们将这个不等式称为均值不等式。

可否将这个结论推广到更多的正数上面呢? 对于 3 个正数 a，b，c，是

否可以有
a+ b+ c

3
⩾

3
√
abc ?

我们先用几组数做一个试验。

(1) 选取 a = 1, b = 2, c = 3，则有

a+ b+ c

3
=

1 + 2 + 3

3
= 2,

而
3
√
abc = 3

√
1× 2× 3 =

3
√
6 < 2,

结果与我们所预期的相同。

(2) 选取 a = 3, b = 8, c = 9，则有

a+ b+ c

3
=

20

3
,
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而
3
√
abc = 6 <

20

3
。

结果也与我们所预期的相同。

(3) 选取 a = b = c，则有

a+ b+ c

3
= a,

而
3
√
abc 也等于 a。结果也与我们所预期的相同，这时候，等式成立。

上面的几个例子都验证了我们的猜想，没有得出任何反例，那么这个

结论很有可能也是成立的。但是我们还需要给出一个数学上的严谨证明。

下面我们来分析一下如何证明这个结论。

既然这个结论对于两个变量成立，那么如果有 4个变量 a，b，c，d，就

可以将它们两两配对，对每一对使用一次均值不等式，得到

a+ b ⩾ 2
√
ab 和 c+ d ⩾ 2

√
cd,

因而得到

a+ b+ c+ d ⩾ 2
√
ab+ 2

√
cd。

现在我们有两个相加的项，于是就有了再一次使用两个数的均值不等式的

条件。根据均值不等式，可以得到

2
√
ab+ 2

√
cd = 2

(√
ab+

√
cd
)

⩾ 2

(

2

√√
ab
√
cd

)

= 4
4
√
abcd。

这样就证明了

a+ b+ c+ d ⩾ 4
4
√
abcd,

也就是

a+ b+ c+ d

4
⩾

4
√
abcd。

其中 a, b, c, d ⩾ 0，当且仅当 a = b = c = d 时等式成立。

即均值不等式对 4 个非负数成立。
同理，如果数值的个数为 8, 16, 32, · · ·，也就是 2 的整数幂，我们都可

以利用现有的均值不等式来证明。
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如果只有 3 个数值，该如何利用目前的结论来证明均值不等式呢?
如果我们能够凑齐 4 个数值就可以利用 4 个变量的均值不等式了。那

该如何选择第 4 个数?
我们知道，在两个数值的均值不等式中，当两个变量的数值相等时，等

号是成立的。对于 4, 8, 16, 32, · · · 个数值也是如此。在我们增加第 4 个数
值时，还要保证等号仍然有可能成立。前 3 个数值可能相等，也可能不相
等，当第 4 个数等于前 3 个数值的算术平均值时，不会失去令等号成立
的条件。因此，我们可以选取第 4 个数值为前 3 个数值的算术平均值，也
就是

d =
a+ b+ c

3
。

现在对 a，b，c，d =
a+ b+ c

3
使用 4 个数值的均值不等式，得到

a+ b+ c+ d

4
⩾

4
√
abcd。

由于 a+ b+ c = 3d，上式的左边就等于 d，因此有

d ⩾
4
√
abcd =⇒ d4 ⩾ abcd =⇒ d3 ⩾ abc,

即

d ⩾
3
√
abc,

从而证明了
a+ b+ c

3
= d ⩾

3
√
abc,

即均值不等式对 3 个非负数成立。证明过程中没有用到任何复杂的代数
公式。

既然可以选择 d 等于 a，b，c 的算术平均值，能否选取 d 等于 a，b，c

的几何平均值，也就是 d =
3
√
abc 呢? 我们来尝试一下。

此时，根据 4 个数值的均值不等式，得到

a+ b+ c+ d

4
⩾

4
√
abcd。

由于 d3 = abc，上式的右边为

4
√
abcd =

4
√
d4 = d。
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因而推出

a+ b+ c+ d

4
⩾ d =⇒ a+ b+ c+ d ⩾ 4d =⇒ a+ b+ c ⩾ 3d。

即

a+ b+ c

3
⩾ d =

3
√
abc。

其中 a, b, c ⩾ 0，当且仅当 a = b = c 时等式成立。

我们通过增补适当的项，使得问题具备使用均值不等式的条件，从而

给出简单易懂的证明。创造使用基本原理的机会，是学习数学过程中的一

个重要的能力。

这个方法还可以推广到变量的个数为任何更大的正整数的情况，你自

己来思考一下怎么证明。可以参考上面证明 3 个数值的均值不等式的方法
来完成。

再来看图 3.2。

图 3.2 均值不等式演示图

在图 3.2 中，AC 与圆 O 相切于点 C，OB ⊥ OA，CD ⊥ OA。设

AO =
a+ b

2
，CO =

a− b

2
，则可以推出

AB2 =

(

a+ b

2

)2

+

(

a− b

2

)2

=
a2 + b2

2
,

AC2 =

(

a+ b

2

)2

−
(

a− b

2

)2

= ab,
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AD =
AC2

AO
=

2ab

a+ b
,

即

AB =

√

a2 + b2

2
, AC =

√
ab, AD =

2ab

a+ b
。

由图 3.2 利用直角三角形中斜边大于直角边可得

AD ⩽ AC ⩽ AO ⩽ AB,

因此得到一个不等式 “串”:

2ab

a+ b
<

√
ab <

a+ b

2
<

√

a2 + b2

2
。

中间两式正是前面证明过的均值不等式。那在什么条件下等式成立呢? 从
图中可以看出，当且仅当 OC = 0，即 a = b 时，AB，AO，AC 和 AD 将

重合在一起，因此长度相等。反之，要使得 AB = AO = AC = AD，必须

有 OC = 0，即 a = b。因此我们得到

2ab

a+ b
⩽

√
ab ⩽

a+ b

2
⩽

√

a2 + b2

2
,

当且仅当 a = b 时，等式成立。

这一串不等式能否推广到更多的变量上呢?

上面的不等式中，第 1个表达式为 a和 b的调和平均值。设 h =
2ab

a+ b
，

则

1

h
=

a+ b

2ab
=

1

2

(

1

a
+

1

b

)

。

也就是说，h 的倒数是 a 和 b 的倒数的平均值。对于 3 个变量 a，b，c，其

调和平均值 h 满足

1

h3

=
1

3

(

1

a
+

1

b
+

1

c

)

。

第 2 个表达式为 a 和 b 的几何平均值，3 个数 a，b，c 的几何平均值

为
3
√
abc。
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第 3 个表达式为 a 和 b 的算术平均值，3 个数 a，b，c 的算术平均值

为
a+ b+ c

3
。

在第 4 个表达式中，a2 + b2

2
是 a 和 b 的平方的平均值，简称为均方，

因此可以将

√

a2 + b2

2
称为 a 和 b 的均方根。3 个数 a，b，c 的均方根为

a2 + b2 + c2

3
。

前面的这一串不等式对于 3 个变量确实是成立的，也就是

3
1

a
+

1

b
+

1

c

⩽
3
√
abc ⩽

a+ b+ c

3
⩽

√

a2 + b2 + c2

3
。

其中 a, b, c ⩾ 0。当且仅当 a = b = c 时，所有的不等式中的等式成立。

证明过程留给你自己去探索。

对于更多的变量，这个不等式 “串” 也是类似的，你能写出来吗?
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