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模拟退火算法

    

模拟退火(Simulated
 

Annealing,SA)算法是一种仿物理学现象的群体智能算法,其

概念最早由 Metropolis等于1953年提出,Kirkpatrick于1983年首次使用模拟退火算法

求解组合优化问题。模拟退火算法是一种基于 Monte
 

Carlo迭代求解策略的随机优化方

法,其能够为具有NP复杂性的优化问题提供有效的近似最优解,它克服了其他优化过程

容易陷入局部最优的缺点和对初始值的依赖性。

目前,无论是理论研究还是应用研究,模拟退火算法都已足够成熟。尤其是它在应

用研究领域的范围非常广泛,其在实际的工程应用中已得到了广泛使用,比如车间生产

调度、机器学习、图像处理、控制工程、神经网络、模式识别、离散变量的组合优化问题等

领域。

5.1 模拟退火算法的思想

5.1.1 退火现象

  模拟退火算法的思想来源于热力学领域的退火现象,退火现象是指液体逐渐降温后

形成结晶态的物理现象。当液体的温度较高时,组成液体的大量原子运动活跃,此时原

子在彼此之间进行着相对自由的移动。随着温度的降低,液体的内能也逐渐降低,大量

原子逐渐失去活跃性,逐渐趋向于有序排列,当液体达到最低能量状态时,液体便形成一

个纯净的晶体。

晶体状态是能量最低的状态,但并不是所有冷却系统下都可以使液体达到这个能量

最低状态。事实上,如果液态金属被迅速冷却,则它并不会达到这个状态,而只能达到一

种处于较高能量的多晶体状态或非晶体状态,如图5.1(a)所示。因此,退火过程的核心

在于缓慢地降低温度,保证大量原子在丧失活跃性前能够有充足的时间进行有序的重新
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分布,才能使液体达到晶体状态,如图5.1(b)所示。简而言之,物理退火过程由加温过

程、等温过程和冷却过程组成。

图5.1 非晶体(a)与晶体(b)的原子排列结构

1.
 

加温过程

加温的目的是增强粒子的热运动,使其偏离平衡位置。当温度足够高时,固体将溶

解为液体,从而消除系统原先可能存在的非均匀态,使其随后进行的冷却过程以某一平

衡态为起点。溶解过程与系统的能量增大过程相联系,系统能量也随温度的升高而

增大。

2.
 

等温过程

通过热力学知识可知,对于与周围环境交换热量而温度不变的封闭系统,系统状态

的自发变化总是朝着自由能减小的方向进行,当自由能达到最小时,系统达到平衡态。

3.
 

冷却过程

冷却的目的是使粒子的热运动逐渐减弱并趋于有序,系统的能量逐渐下降,从而达

到能量最低时的晶体状态。

5.1.2 Metropolis准则

Metropolis准则是一种重点抽样方法,其描述为:
 

系统从状态i变化到另一个状态j
时,如果相应的能量关系为Ej<Ei,那么系统将接受状态j;

 

否则以概率p 接受状态j。

概率p 的计算方式如下:
 

p=e-
Ej-Ei

kT

  综上可知状态i变换到状态j的概率为
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p(i→j)=
1, Ej <Ei

e-
Ej-Ei

kT , Ej ≥Ei

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 =

1, Ej <Ei

e-
|ΔE|
kT , Ej ≥Ei

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

其中,T 为温度;
 

Ei 和Ej 分别为状态i和状态j 时的能量,ΔE 为两者的差值;
 

k 为

Boltzmann常数。

5.1.3 算法原理

模拟退火算法与金属退火过程相似,它们之间的对应关系如表5.1所示。模拟退火

算法是在一个初始温度下,微粒搜索当前状态的临近状态,判断各种状态之间的优劣程

度,并使用一个接受准则(Metropolis准则)确定是否改变当前状态。根据 Metropolis准

则,温度越高时,系统越容易接受新的状态,随着温度的下降,系统逐渐趋于稳定,改变状

态的概率下降。

表5.1 模拟退火算法与金属退火过程的对应关系

金
 

属
 

退
 

火 模
 

拟
 

退
 

火

粒子状态 问题的解

能量最低状态 最优解

溶解过程(加温过程) 设定初始温度

等温过程 Metropolis采样过程

冷却操作 控制参数的下降

能量 目标函数

用固体冷却过程模拟求解组合优化问题的过程,将内能E 模拟为目标函数值,温度

T 模拟为控制参数,即得到求解组合优化问题的模拟退火算法:
 

由初始解x 和初始控制

参数值T 开始,对当前解重复“产生新解→计算目标函数差值→接受或舍弃新解”的迭

代,并逐步衰减T 的数值,算法终止时的解即为问题的最优解或次最优解,这是一种基于

蒙特卡洛(Monte
 

Carlo)迭代求解法的启发式随机搜索过程。

温度是 Metropolis算法的一个重要控制参数,模拟退火算法可视为递减控制参数T

时的 Metropolis算法迭代。迭代初期T 较大,可以接受较差的问题解;
 

迭代后期T 较

小,只能接受较好的问题解;
 

最后T 趋向于0,此时不再接受任何比当前解更劣的解。T

的衰减越小,算法迭代的时间越长,不过可减小马尔可夫链的长度(等温条件下进行迭代

优化的次数),以使到达准平衡分布的时间变短。

假设开始状态为A,迭代数次之后更新到最优解B,这时候发现B 点的能量要比A

低,则说明接近最优解了,因此100%概率进行状态转移。状态到达B 点后,发现下一步

能量上升,如果是梯度下降算法则是不允许继续向前的,而这里模拟退火算法会以一定
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的概率跳出这个局部最优解,这个概率与当前的状态、能量和迭代的次数均有关系。如

果跳出了B 点来到了C 点,又会继续以一定的概率跳出来,直到到达D 点就会稳定下

来,其原理如图5.2所示。

图5.2 模拟退火算法寻优示意图

5.2 模拟退火算法的设计

使用模拟退火算法求解优化问题时,需要根据具体问题的特点来选择和调整关键参

数和评估函数。不同的参数和评估函数可能对算法的性能和结果产生影响,因此需要进

行实验和调优来找到最佳的设置。

1.
 

温度设置和终止准则

温度设置分为初始温度设置和终止温度设置。初始温度越大,获得最优解的概率越

大,但是计算的时间也将增加。因此,初始温度的设置应该综合考虑算法的优化质量和

优化效率。实际上终止温度与初始温度的差值、温度变换情况共同影响着算法迭代的次

数和时间。

目前设置初始温度常见的方法有经验法、随机法和自适应法等。经验法就是根据使

用者的经验或者启发式规则来确定初始温度,其操作相对简单,但是可能需要进行多次

实验才能找到合适的初始温度。随机法通过随机生成一组初始解,然后计算它们的目标

函数值,最后根据这些目标函数值来选择一个合适的初始温度。随机法可以根据实际的

问题特点来确定初始温度,但是可能会占用更多的计算资源。自适应法是使用较高的初

始温度进行搜索,然后根据搜索过程中的信息动态调整温度的方法,这种方法可以结合

搜索情况调整温度下降的速度,平衡算法的全局搜索能力和局部开发能力。

设置终止温度的常见方法有固定终止温度、基于接受概率的终止温度和基于迭代次
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数的终止温度等方法。固定终止温度就是在算法开始之前,预先设定一个确定的终止温

度,当温度下降到终止温度以下时,算法便停止搜索,这种方法简单直观,但是也需要多

次实验来找到合适的终止温度。基于接受概率的终止温度就是设置一个接受概率的阈

值作为终止条件。当算法在某个温度下的接受概率低于设定的阈值时,可以认为搜索已

经足够接近最优解,此时停止搜索,而这个温度便是终止温度。基于迭代次数的终止温

度是指算法执行的迭代次数达到设定值时,停止搜索,停止时的温度便是终止温度。

2.
 

状态产生函数

状态产生函数的作用是在当前解的基础上产生候选解,设计这个函数时应该保证产

生的候选解能够尽可能地遍布全部解空间。一般情况下,状态产生函数由两部分组成,

即产生候选解的方式和产生候选解的概率分布。候选解的产生方式由问题的性质决定,

一般是在当前邻域结构内以一定的概率产生,而邻域函数和概率方式可以多样化设计;
 

候选解的概率分布可以是正态分布、均匀分布、指数分布和伽马分布等。

3.
 

状态接受函数

状态接受函数一般以概率的方式给出,不同接受函数的差别主要在于接受概率的形

式不同,不过它们的设置均遵循以下原则:
 

在固定的温度下,接受目标函数值更优的候选

解概率要大于目标函数值更劣的候选解概率;
 

随着温度的下降,接受目标函数值更劣的

候选解概率要逐渐减小;
 

当温度趋向于零时,只能接受目标函数值更优的候选解。

4.
 

温度更新函数

温度更新函数也被称为退温函数,其决定了温度下降的方式,目前最常用的温度更

新函数为指数退温函数,即T(t)=βt·T0。其中T(t)为迭代t次时的温度;
 

T0 为初始

温度;
 

β为退火率,其取值范围为0<β<1,其大小可以根据实际情况不断发生变化。

5.
 

马尔可夫链长度L

马尔可夫(Markov)链长度也就是算法在等温条件下进行迭代优化的次数,L 通常取

为问题规模n 的一个多项式函数。用接受和拒绝的比率来控制L,当温度很高时,L 应

该尽量小,随着温度的逐渐下降,L 应该逐渐增大。

5.3 模拟退火算法的基本框架

模拟退火算法的实现流程如图5.3所示。

具体的步骤如下。
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图5.3 模拟退火算法的实现流程

步骤1:
 

设置初始温度、终止温度、退火率和马尔可夫链长度。

步骤2:
 

设计状态产生函数、状态接受函数和温度更新函数。

步骤3:
 

确定适应度函数,一般将目标函数作为适应度函数。

步骤4:
 

在解空间中随机产生一个解s。

步骤5:
 

在当前温度下,根据状态产生函数,在当前解的邻域中产生候选解s*。

步骤6:
 

计算当前解和候选解s*对应的适应度值并比较两者的数值大小。

步骤7:
 

根据状态接收函数判断是否接受候选解s*,若候选解优于当前解,则直接

接受候选解,否则以一定概率接受候选解。

步骤8:
 

判断是否完成马尔可夫链长度的搜索,是则跳到步骤9,否则回到步骤5。

步骤9:
 

判断是否满足终止条件,是则跳到步骤10,否则更新相关参数,然后回到步

骤5。



65   

步骤10:
 

输出优化结果。

5.4 模拟退火算法的改进策略

5.4.1 模拟退火算法存在的问题

  模拟退火算法的应用很广泛,能够有效地求解复杂的组合优化问题,但是它也存在

以下一些问题。

(1)
 

模拟退火算法不能保证一次就收敛到最优值,一般需要进行多次尝试才能获得。

(2)
 

温度设置与算法的执行效率相矛盾,要使搜索到最优解的概率增大就应该增大

初始温度,但这同时也会使算法在迭代中花费大量的计算时间;
 

反之,如果初始温度过

低,虽然可以节省计算时间,但是搜索性能也将受到影响。

(3)
 

随着优化问题维度的增加,模拟退火算法的求解效率会下降,使得搜索到最优解

的概率减小。

(4)
 

因为模拟退火算法有一定的概率接受劣解,所以算法在跳出局部最优解的同时

也会丧失已经搜索到的最优解。如图5.2所示,当搜索到D 点时,仍有一定的概率跳出

这个全局最优点而来到点E。

5.4.2 增加保留算子策略

模拟退火算法本身不具备记忆功能,所以为了避免搜索过程中由于执行概率接受环

节而丢失当前遇到的最优解,可以通过增加存储环节,将到目前为止搜索到的最好状态

保存下来。

其操作也比较简单,如图5.4所示,在算法迭代前,当前最优解就是算法产生的初始

解,在迭代过程中,如果需要将候选解更新为新解,那么就比较当前解和候选解的适应

图5.4 保留算子操作
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度,如果候选解的适应度优于当前解,那么更新历史最优解为候选解,否则保持历史最优

解不变,最终历史最优解便是算法迭代优化的输出结果。

5.4.3 多粒子寻优策略

将原始模拟退火算法中产生候选解时的“一次扰动”替换成“n 次扰动”,即在当前解

的邻域中产生n 个候选解,然后分别计算n 个候选解的适应度值,将其中最优的候选解

与当前解通过状态接受函数进行判断。

因为当前解邻域内的每一个点都可以作为候选解,如果s*是该邻域内的一个可以

使得目标函数达到最优的解,按照原始模拟退火算法的流程,可能需要循环i次才能够

找到这个解。但是如果一次生成n 个候选解,然后择优比较的话,找到s*的概率将增

大,相应的循环次数也可以减小。在保证马尔可夫链长度不变的情况下,生成解的质量

将会有所提高。

5.4.4 重升温策略

由模拟退火算法的特点可知,如果温度很低,算法便很难再跳出局部最优解,此时算

法可能会陷入无效的迭代,即迭代多次之后对优化结果仍没有影响。此时可以在保留这

个局部最优解的基础上,增加重升温的过程,使得算法能够以较大的概率跳出局部最优

解,从而继续搜索潜在的最优解。

重升温过程的具体实现方法可以根据问题的特点和求解精度的要求而有所不同。

一种比较常见的方法是在降温的每个阶段结束后,增加温度一段时间,然后再继续下一

个降温阶段。

需要注意的是,重升温过程将增加算法的时间复杂性,此时也将增加算法搜索最优

解的时间。因此,在实际的应用中为了权衡算法的探索能力和收敛速度,重升温过程增

加的温度应该根据当前解的质量进行调整,如果当前解的质量已经非常高,那么应该适

当减小增温幅度甚至舍弃重升温过程,进而保证算法的收敛速度,否则适当提高增温幅

度,激活各状态的接受概率,避免算法在局部最优解处停滞不前,进而保证算法搜索解的

质量。

5.4.5 多普勒型降温策略

指数降温方式降温缓慢,搜索最优解效率低,单次降温在温度较低时容易陷入局部

最优解状态;
 

快速降温方式则过早地降到了低温状态,使得后续迭代过程基本不会再更
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新优化结果;
 

而多普勒型曲线则能够综合二者的优点并消除它们的缺陷,不但趋于低温

的速度不紧不慢,而且在退火的过程中还进行不断的重升温过程,使得算法在优化过程

中具有多次跳出局部最优解的机会,从而更容易搜索到全局最优解。图5.5展示了三种

降温方式下,温度随迭代次数增加而变化的曲线。

图5.5 降温曲线对比

由于多普勒型降温是多次降温的过程,难免会丢失已经搜索到的最优解,因此可以

将多普勒型降温策略和保留算子策略相结合,最终优化效果会更佳。

多普勒型降温曲线的表达式如下所示,其中T 为当前温度;
 

T0 为初始温度;
 

δ为降

温系数;
 

t为当前迭代次数;
 

Tmax为总迭代次数。

T=T0δ
t cos0.05·Tmax1-

t
Tmax    􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +cos1-
t

Tmax  

5.5 模拟退火算法的时间复杂度

如果算法从初始温度降到终止温度需要N 次,问题解的维度为D,马尔可夫链的长

度为L,每次生成候选解的个数为M;
 

那么算法的时间复杂度为N×L×O(M×D)。

计算方式为:
 

生成初始解的时间复杂度为O(1);
 

单次生成候选解的时间复杂度为

O(M×D);
 

计算每个解对应适应度值的时间复杂度为O(M×D);
 

某个温度下算法进

行迭代的时间复杂度为L×[O(M×D)+O(M×D)],则完整迭代过程的时间复杂

度为  
 

O(1)+N ×L×[O(M ×D)+O(M ×D)]≈N ×L×O(M ×D)
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5.6 实例应用

5.6.1 求解函数最值

  使用模拟退火算法求解一组x 与y,使得函数f(x,y)=x2+y2-|1.5xy|在x∈

[-10,10],y∈[-10,10]条件下取值最小。

算法的搜索空间(即函数f(x,y)的三维图像)如图5.6所示。

图5.6 函数f(x,y)的三维图像

使用二次退火的方式求解函数的最小值,首次退火过程产生新解的方式为随机生

成,目的是充分探索解空间。引入保留算子存储首次退火过程产生的最优解,再次退火

过程在最优解的邻域内不断产生新解,目的是充分进行局部开发,如果有更优解则更新,

否则保持不变,即不再接受较劣解。

相关参数设置:
 

初始温度为300,终止温度为1,退火率为0.98,马尔可夫链长度为

20,再次退火过程中生成邻域解的最大步长为0.5。

算法首次退火的迭代结果如图5.7所示,收敛曲线显示适应度值在迭代初期和中期

上下波动较大,在迭代后期逐渐趋于稳定,这是因为温度逐渐下降,算法跳出局部最优解

的概率也在逐渐下降。为了更清晰地展示算法在迭代后期的表现,图5.8提供了首次退

火下局部迭代的效果图。首次退火过程获得的最优解为f(x,y)=0.0138134(保留7

位小数),如果没有引入保留算子,首次退火的结果是f(x,y)=0.0977917。

算法再次退火的迭代结果和局部迭代的效果分别如图5.9和图5.10所示,因为引

入了保留算子策略,所以收敛曲线不再波动。经过首次退火过程,算法已经找到了较优
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解,因此再次退火过程中适应度值只有小范围的下降,最终获得的最优解为f(x,y)=

0.0000022,此时x=0.00171,y=-0.00031,这个结果非常接近理论最优解f(x,y)=0,

表明模拟退火算法在求解函数最值问题上具有较强的寻优能力。

图5.7 首次退火的完整迭代结果

图5.8 首次退火的局部迭代结果

图5.9 再次退火的完整迭代结果
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图5.10 再次退火的局部迭代结果

5.6.2 拉压弹簧设计

拉压弹簧如图5.11所示,设计拉压弹簧的目的是在满足最小挠度、振动频率和剪应

力这三者的约束下,使得拉压弹簧的重量最小。该问题涉及三个依次排列的关键决策变

量:
 

弹簧线圈的直径d、弹簧簧圈的直径D 及绕线圈数P。

图5.11 拉压弹簧示意图

如果我们用x1、x2 和x3 分别表示弹簧线圈直径、弹簧簧圈直径和绕线圈数,那么目

标函数可表示为

minf(x)=(x3+2)x2x
2
1

  约束条件为

g1(x)=1-
x32x3
71785x41

≤0

g2(x)=
4x22-x1x2

12566(x2x
3
1-x41)

+
1

5108x21
-1≤0

g3(x)=1-
140.45x1
x22x3

≤0

g4(x)=
x1+x2
1.5 -1≤0
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0.05≤x1≤2;
 

0.25≤x2≤1.3;
 

2≤x3≤15

  使用二次退火的方式求解该问题,相关参数设置为:
 

初始温度为300,终止温度为1,

退火率为0.99,马尔可夫链长度为20,再次退火过程中生成邻域解的最大步长为0.5。

模拟退火算法首次退火的迭代结果如图5.12所示,收敛曲线显示适应度值在迭代

过程中一直处于波动状态,这是因为该优化问题的解所对应的适应度值本身较小,在优

化过程中产生的差值ΔE 很小,由 Metropolis准则可以得出,即使温度下降到终止温度

时,算法仍有较大的概率跳出当前解。若要使曲线在迭代后期趋于收敛状态,可以通过

调低终止温度实现,因为本书考虑了再次退火的过程,所以即使首次退火过程未达到收

敛状态也无关紧要。首次退火获得的最优解为f(x)=0.02856(保留5位小数),如果没

有引入保留算子,首次退火的结果是f(x)=0.10544。

图5.12 首次退火的迭代结果

算法再次退火的迭代结果如图5.13所示,因为引入了保留算子策略,所以收敛曲线

不再波动。算法在首次退火已经获得较优解的情况下再次搜寻更优解,最终获得的最优

解为f(x)=0.01300,此时弹簧线圈直径d=0.05384,弹簧簧圈直径D=0.40936,弹

簧簧圈P=8.95210,这是一组满足约束条件的较优化参数,对拉压弹簧的设计具有指导

意义。

图5.13 再次退火的迭代结果
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5.6.3 压力容器设计

设计压力容器时的目标是最小化其制造成本,包括配对、成型和焊接等环节。压力

容器如图5.14所示,它的两端都有封盖封住,头部一端的封盖为半球状。在压力容器的

设计问题中,我们定义4个主要的优化参数:
 

L 为圆柱形主体(不计头部)的截面长度,R

为圆柱体的内侧半径,Ts表示圆柱体壁的厚度,Th为头部的厚度。

图5.14 压力容器示意图

该问题的目标函数可表示为

  x=[x1,x2,x3,x4]=[Ts,Th,R,L]

  minf(x)=0.6224x1x3x4+1.7781x2x
2
3+3.1661x21x4+19.84x21x3

  约束条件为

g1(x)=-x1+0.0193x3≤0

g2(x)=-x2+0.00954x3≤0

g3(x)=-πx23-
4πx33
3 +1296000≤0

g4(x)=x4-240≤0

0≤x1≤100;
 

0≤x2≤100;
 

10≤x3≤100;
 

10≤x4≤100  

  使用二次退火的方式求解该问题,相关参数设置为:
 

初始温度为300,终止温度为

1,退火率为0.99,马尔可夫链长度为20,再次退火过程中生成邻域解的最大步长

为0.5。

模拟退火算法首次退火的迭代结果如图5.15所示,由收敛曲线可以看出,适应度值

在迭代初期下降很快,在之后的迭代过程中只有小幅度的下降,在第480代左右达到收

敛状态。首次退火过程获得的最优解为f(x)=23531.42005(保留5位小数),如果没
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有引入保留算子,首次退火的结果是f(x)=23531.42005。

图5.15 首次退火的迭代结果

算法再次退火的迭代结果如图5.16所示,适应度值随着迭代次数的增加而逐渐减

小,在300代左右达到了收敛状态。最终获得的最优解为f(x)=8628.79695,此时圆柱

体壁厚Ts=1.34305、头部壁厚Th=0.67292、内壁半径R=69.40100、截面长度L=

5.99670,这是一组满足约束条件的较优化参数,对压力容器的设计具有指导意义。

图5.16 再次退火的迭代结果

从首次退火的适应度曲线可以看出,整个迭代过程并没有接受较劣解,这是因为

在这个优化问题的求解过程中,当前解和较劣解的适应度差值ΔE 太大,而初始高温

又不够大,由 Metropolis准 则 可 知 此 时 接 受 较 劣 解 的 概 率 极 低。设 置 初 始 温 度 为

300000,保留其他参数不变,此时迭代结果如图5.17所示。将初始温度调高后,算法

将增加接受较劣解的概率,适应度迭代曲线出现明显的上下波动,经过再次退火过程

所得的优化结果也比初始温度为300时的优化结果要更优,但是此时算法也将占用更

多的计算资源。
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图5.17 极高温下退火的迭代结果

5.7 习题

(1)
 

什么是模拟退火算法? 它的基本原理是什么?

(2)
 

模拟退火算法的关键参数有哪些?

(3)
 

什么是退火率? 它有什么作用?

(4)
 

什么是 Metropolis准则? 它在算法中有什么作用?

(5)
 

模拟退火算法适不适合求解组合优化问题?

(6)
 

模拟退火算法的马尔可夫链长度是多少?

(7)
 

模拟退火算法有哪些特点?

(8)
 

保留算子有什么作用?

(9)
 

改进模拟退火算法的重升温和降温策略。

(10)
 

使用模拟退火算法求一组x 与y,使函数f(x,y)=|x2+y3|-(x+y)2-y
在条件x∈[-10,10],y∈[-10,10]下取得最小值。


