
1.1 化归与转化思想

化归与转化思想在高中数学中普遍使用,尤其在求解一些经典的数学问题中,化归与转化

思想往往是解决数学问题的第一道工序.很多看似困难的无从下手的问题,如果能灵活进行化

归与转化,就能找到突破口,自然就变得简单多了.化归与转化思想贯穿于整个高中数学之中,

是应用最为广泛的数学思想方法.究其原因是化归与转化思想能够在各种类型的试题解答中

都发挥效果,而且学生也能普遍接受和理解.

化归与转化思想是指在研究和解决数学问题时,将一个问题由难化易、由繁化简、由复杂

化简单的过程.化归与转化思想主要有:
 

熟悉化原则、简单化原则、直观化原则、和谐化原

则等.

化归与转化思想常用到的具体方法如下.
方法1 直接转化法.将复杂问题直接转化为熟悉的问题,如在解三角形中,主要的转化

有角度的转化、通过正弦定理、余弦定理实现边角关系的转化等.
方法2 换元法.通过换元,可将无理式变为有理数,将较复杂的函数、方程、不等式问题

转化为易于解决的问题.
方法3 数形结合法.将问题中数量关系转化为图形关系,或者将图形关系转化为数量关

系,使得问题变得简单、直观.
方法4 等价转化法.将问题转化为一个相对简单且易于解决的等价命题,达到化归的

目的.
方法5 特殊化方法.将问题向特殊化形式转化,并证明特殊化后的问题.
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1.
 

补集思想

考虑到正面分析比较复杂,用补集思想,从对立面思考.对于计算题,可先算出不符合要求

的情况数,然后再用总的情况数减之即可.对于证明题,可利用反证法,先假设原命题成立,推

出矛盾,故假设不成立,于是问题得证.
例1 中国空间站的主体结构包括天和核心实验舱、问天实验舱和梦天实验舱,假设空间

站要安排甲、乙等5名航天员开展实验,三舱中每个舱至少一人至多二人,则甲乙不在同一实

验舱的种数有(  ).

 
 

 
 

        
 

 
 

        
 

 
 

       A.
 

60 B.
 

66 C.
 

72 D.
 

80

  解 5名航天员安排三舱,每个舱至少一人至多二人,共有C15C
1
3C
2
4=90种安排方法,

甲、乙在同一实验舱的种数有C13C
1
3C
1
2=18种.根据补集思想可知甲、乙不在同一实验舱的种

数有90-18=72种.故选C.
 

点评  运用组合公式求出所有的情况和甲、乙在同一实验舱的情况,然后利用补集思想

即可求解.

变式1 已知函数f(x)= x-1.若f(a)+f(b)+f(c)=0,证明:
 

a,b,c这三个数中

至少有一个数不大于1.

2.
 

将多变量问题转化为单变量问题

根据题意,将待解决的双变量问题不断的等价转化,最后转化为我们熟悉的单变量问题,

然后构造函数,利用函数单调性,问题即可获解.

例2 若锐角△ABC 的内角A,B,C 所对的边分别为a,b,c,其外接圆的半径为 3,且

acos(B-C)+acosA=23csinBcosA,则
b2+a2

b
的取值范围为 .

  解 因为acos(B-C)+acosA=2 3csinBcosA,所以acosBcosC+asinBsinC-

acosBcosC-sinBsinC  =2 3csinBcosA,即asinBsinC= 3csinBcosA.由正弦定理得

sinAsinBsinC= 3sinCsinBcosA.显然sinC>0,sinB>0,则sinA= 3cosA,所以tanA=

3,因为A∈0,
π
2  ,所以A=

π
3.
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  因为△ABC 外接圆的半径为 3,所以 a
sinA=

b
sinB=2 3

,则a=3,b=2 3sinB,故

b2+a2

b =b+
a2

b=23sinB+
33
2sinB=23sinB+

3
4sinB  .

因为△ABC 为锐角三角形,所以
0<B<

π
2
,

0<
2π
3-B<

π
2
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

得π
6<B<

π
2
,即sinB∈ 12

,1  .

令f(x)=x+
3
4x
,x∈ 1

2
,1  ,根据对勾函数的性质可知函数f(x)=x+

3
4x

在

1
2
,3
2  上单调递减,在 3

2
,1  上单调递增,且f

1
2  =2,f 3

2  = 3,f1  =74,所以f(x)∈

3,2  ,即sinB+ 3
4sinB∈ 3,2  ,则23sinB+ 3

4sinB  ∈ 6,43  ,即b2+a2

b
的取值范围

为 6,43  .
 

点评  由题给条件解出A,再运用正弦定理边化角,将待求式子转化为仅含角B 的式

子,最后构造函数,利用对勾函数的单调性求出所求式子的范围.

变式2 已知函数f(x)=
ex-1

x .

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

设a,b是两个不相等的正数,且a+lnb=b+lna,证明:
 

a+b+lnab>2.

3.
 

函数与方程之间的转化

函数的零点就是方程的根,二者可以互相转化.
 

例如,函数f(x)=g(x)-h(x)的零点个

数就是曲线y=g(x)与曲线y=h(x)的交点个数.

例3 (2024年新高考Ⅱ卷)设函数f(x)=a(x+1)2-1,g(x)=cosx+2ax,当x∈
(-1,1)时,曲线y=f(x)与y=g(x)恰有一个交点,则a=(  ).

A.
 

-1 B.
 1
2 C.

 

1 D.
 

2

分析 本题以二次函数与余弦函数为背景,考查转化思想、数形结合思想以及偶函数的
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性质.解题的关键是利用转化思想,由f(x)=g(x)将两个函数的项2ax 消去,得到ax2+a-

1=cosx 或者ax2+a-1-cosx=0.观察可知y1=cosx,y2=ax
2+a-1,h(x)=ax2+a-

1-cosx 皆为偶函数,可结合图像性质或者偶函数的性质求解.

  解 令f(x)=g(x),移项整理可得方程ax2+a-1-cosx=0.因为方程只有一个根,

则问题等价于函数h(x)=ax2+a-1-cosx 在(-1,1)上存在唯一零点.h(x)=ax2+a-

1-cosx 为偶函数,可知该唯一零点是0,由h(0)=0解得a=2.故选D.
 

点评  已知h(x)是偶函数,由偶函数的对称性、定义域的对称性及函数只有一个零点得

到“零点是0”的结论.
变式3 已知函数f(x)=x2cosπx-2xcosπx+cosπx,则方程f(x)=1在区间[-2,4]

上的所有实根之和为(  ).

A.
 

0 B.
 

3 C.
 

6 D.
 

12

4.
 

换元法

换元法的核心是把复杂的问题化为容易求解的问题,将较难的问题化为较简单的问题.例

如把根式问题化为整式问题,把三角函数问题化为二次函数或分式函数问题等.

例4 求函数f(x)=
sin2x

2+sinx-cosx
的值域.

  解 令t=sinx-cosx,则t= 2sinx-
π
4  ∈[- 2,2],sin2x=2sinxcosx=1-t2,

所以f(x)=
1-t2

2+t.令u=t+2∈[2- 2,2+ 2],f(x)=- u+
3
u  +4,u∈[2- 2,

2+ 2],故f(x)的值域为 -1-
2
2
,4-23

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

 

变式4 求函数y= 3x+ -x2+3x-2的值域.
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1.2 特殊与一般思想

在数学学习的过程中,对公式、定理、法则的学习往往都是从特殊开始,通过总结归纳得出

来经过证明后,成为一般性结论,又使用它们来解决相关的数学问题.数学中的“特殊与一般思

想”体现在解题中经常使用的归纳法、演绎法以及在解题过程中采用的特殊化方法、一般化方

法或者具体化的方法.

“特殊”是指具体的、个别的事例.比如在研究数列时,先分析像等差数列、等比数列这些特

殊数列的通项公式和求和公式.在几何中,特殊三角形(如等边三角形、等腰直角三角形)就是

三角形中的特殊情况.
“一般”是具有普遍意义的抽象概念.例如从特殊的等差数列、等比数列的性质推广到一般

数列可能存在的规律.这种思想常表现为从特殊情况入手,探寻一般规律.

数学思想方法贯穿在高中数学的每章内容之中,从数学思想方法中,提炼出数学问题的解

题之法,是有用的,更是自然的.根据特殊与一般思想,我们可提炼出的解题之法有:
 

特殊化、

具体化、一般化和归纳推理.

1.
 

特殊化

在不改变本质的基础上,可以结合具体题目进行赋特值、构造特殊函数、利用特殊图形、特

殊点、特殊位置等来进行特殊处理,这对某些高考小题而言,是有效的,而且是高效的.
例1 (2025年新高考Ⅰ卷)已知2+log2x=3+log3y=5+log5z,则x,y,z的大小关系

不可能为(  ).

A.
 

x>y>z B.
 

x>z>y C.
 

y>x>z D.
 

y>z>x

  解 令x=1,则y=
1
3
,z=

1
125
,得x>y>z.令x=8,则y=9,z=1,得y>x>z.令

x=64,则y=243,z=125,得y>z>x.故选B.
 

点评  本题用特殊值法来解决是比较好的方法,当然也可以设已知的式子等于t,转化为

关于t的指数函数来解决.本题体现了“多想少算”的设计理念,对中学教学有很多的引导

作用.
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例2 在△ABC 中,AD 为BC 边上的中线,E 为AD 的中点,则EB→=(  ).

A.
 3
4AB→-

1
4AC
→ B.

 1
4AB→-

3
4AC
→

C.
 3
4AB→+

1
4AC
→ D.

 1
4AB→+

3
4AC
→

CDB

E

A
y

x

图 1.1

  解 题中对△ABC 的形状没有任何定量限定,故可以将△ABC 特殊化,然后利用坐标

运算求解.
如图1.1所示,不妨设△ABC 是以BC=4为斜边的等腰直

角三角形,故A(0,2),B(-2,0),C(2,0),E(0,1),可得AB→=

(-2,-2),AC→=(2,-2),EB→=(-2,-1),令EB→=xAB→+y

AC→,故可得
-2x+2y=-2,
 
-2x-2y=-1, 解得x=

3
4
,y=-

1
4.故选A.

 

变式1 若f(x)=asinx+
π
4  +3sinx-

π
4  是偶函数,则实数a= .

变式2 (2022年新高考Ⅱ卷)若sin(α+β)+cos(α+β)=22cosα+
π
4  sinβ,则(  ).

A.
 

tan(α-β)=1 B.
 

tan(α+β)=1

C.
 

tan(α-β)=-1 D.
 

tan(α+β)=-1

2.
 

具体化

抽象函数是高考的一个难点,主要考查函数的单调性、对称性和奇偶性等性质,因为没有

给出函数的解析式,所以很多学生无从下手.如果我们熟悉指数函数、对数函数、幂函数和三角

函数等各种函数满足的方程,则可根据题干得到函数的具体解析式,化抽象为具体,再利用函

数的解析式解题就容易多了.
例3 (2022年新高考Ⅱ卷)已知函数f(x)的定义域为 R,且f(x+y)+f(x-y)=
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f(x)f(y),f(1)=1,则∑
22

k=1
f(k)=(  ).

A.
 

-3 B.
 

-2 C.
 

0 D.
 

1

  解 抽象函数具体化,用特殊函数去满足题中要求.
由f(x+y)+f(x-y)=f(x)f(y)联想到余弦函数和差化积公式cos(x+y)+

cos(x-y)=2cosxcosy,可设f(x)=acosωx.因为f(x+y)+f(x-y)=f(x)f(y),令

x=1,y=0,可得2f(1)=f(1)f(0),故f(0)=2,所以
f(0)=a=2,
 
f(1)=acosω, 则a=2,ω=

π
3.

f(x)=2cos
π
3x

符合条件,因此f(x)的周期T=2π:
π
3=6

,则f(0)=2,f(1)=1,且

f(2)=-1,f(3)=-2,f(4)=-1,f(5)=1,f(6)=2,所以f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+

f(5)+f(6)=0,由于22除以6余4,因此∑
22

k=1
f(k)=f(1)+f(2)+f(3)+f(4)=1-1-

2-1=-3.故选A.
 

点评  抽象函数具体化是解题这类试题的关键.根据题干的结构和和差化积公式,可知

f(x)是余弦型函数.可用赋值法确定a 与ω 的值,这体现出了方程的思想.
变式3 已知f(x),g(x)的定义域均为R,且f(x)+g(2-x)=3,g(x)-f(x-4)=

7.若y=g(x)的图像关于直线x=2对称,g(2)=4,则∑
2022

k=1
f(k)=(  ).

A.
 

-5045 B.
 

-4145 C.
 

-4045 D.
 

-4037

3.
 

一般化

对于具有相似结构的数的比大小问题,可寻求相应函数并根据函数的单调性来求解.
例4 设a=0.91.3,b=0.91.4,c=0.71.4,则下列不等式中正确的是(  ).

A.
 

a<b<c B.
 

c<b<a C.
 

b<a<c D.
 

c<a<b

  解 观察数值特点,找对应函数,一般化处理.

设f(x)=0.9x,则由指数函数f(x)=0.9x 在 R上单调递减,得f(1.3)>f(1.4)⇒

a=0.91.3>b=0.91.4.设h(x)=x1.4,则幂函数h(x)=x1.4 在(0,+∞)上单调递增,得

h(0.9)=0.91.4=b>c=h(0.7)=0.71.4,所以a>b>c.故选B.
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例5 已知a=
1
2ln2

,b=
1
3ln3

,c=
1
e
,则(  ).

A.
 

a<b<c B.
 

c<b<a C.
 

b<c<a D.
 

b<a<c

  解 令f(x)=
ln

 

x
x
,则f'(x)=

1-ln
 

x
x2

,所以当0<x<e时f'(x)>0,当x>e时f'(x)<0,

即f(x)在(0,e)上单调递增,在(e,+∞)上单调递减.又a=
1
2ln2=

ln4
4 =f

(4),b=
1
3ln3=

f(3),c=
1
e=
ln

 

e
e =f

(e),而4>3>e,所以f(4)<f(3)<f(e),即a<b<c.故选A.
 

点评  根据题干的结构,令f(x)=
lnx
x
,利用导数得到函数的单调性,又a=

1
2ln2=

ln4
4=f

(4),b=f(3),c=f(e),结合函数的单调性即可.

变式4 已知a=log73,b=log117,c=log1512,则(  ).

A.
 

a<b<c B.
 

b<a<c C.
 

b<c<a D.
 

c<a<b

3.
 

归纳推理

归纳推理即从具体的个别事实或现象中,发现它们之间的共性和规律,进而推广到一般

情形.

例6 已知数列{an}中,a1=0且an+1=
1

2-an
.

(1)
 

求数列{an}的第2,3,4项;
 

(2)
 

根据(1)的计算结果,猜想数列{an}的通项公式,并用数学归纳法证明.

  解 (1)
  

a1=0且an+1=
1

2-an
,则a2=

1
2-a1

=
1
2
,a3=

1
2-a2

=
1

2-
1
2

=
2
3
,a4=

1
2-a3

=

1

2-
2
3

=
3
4.

(2)
 

由(1)的计算结果可猜想an=
n-1
n
,证明如下:
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  当n=1时,a1=
1-1
1 =0,等式成立.

假设当n=k时等式成立,即有ak=
k-1
k
,则当n=k+1时,有ak+1=

1
2-ak

=
1

2-
k-1
k

=

k
k+1

,即当n=k+1时,等式成立.

猜想an=
n-1
n

成立.
 

点评  第(1)问由题意逐个计算即可得.第(2)问,由(1)的计算结果可猜想出数列{an}的

通项公式,利用数学归纳法证明即可得.

变式5 已知数列{an}的前n 项和为Sn,a1=1,an+1=an+
n
an

.

(1)
 

计算a2,a3,a4,并猜想数列{an}的通项公式;
 

(2)
 

用数学归纳法来证明(1)中猜想.

1.3 数形结合的思想

著名数学家华罗庚曾说过:
 

“数缺形时少直觉,形少数时难入微.”在数学中,数与形是两

个最主要的研究对象,两者之间存在着非常密切的联系,又可以互相转化,这种联系和转化,称

为数形结合.作为最重要的数学思想之一,数形结合可以通过数的形式帮助我们理解图形,也

可以借助图形让我们理解数与式的含义.在高中数学的学习和教学过程中,数形结合是很常用

的一个数学思想方法.

数形结合通过数与形的相互转化,将数学语言与数学图形相结合,使复杂的数学问题直观

化、简单化,从而避免复杂的推理运算,达到高效、便捷的解题效果.
在高中数学里,函数(包括三角函数)的性质可以借助图像来研究.在不等式的证明、向量

数量积的计算中,可以利用几何图形直观的把数量关系反映出来.在解析几何中,也经常用到

数形结合来简化计算.
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本节主要从以下几个方面对数形结合的应用进行研究.
(1)

 

研究函数性质,如零点、单调性等,可以借助图像来直观反映.分段函数要把每一段自

变量范围内的图像较准确的画出来,尤其是端点、极值点、单调性等关键元素表现出来.
(2)

 

求三角函数中参数范围时,可利用“五点作图法”,作出三角函数的图像(与原函数

f(x)=sinx,f(x)=cosx 的对比图像)进行研究.三角函数图像在变换过程中,形状趋势不会

改变,根据这一特点画出对比图像,按顺序标出五个点.
如图1.2所示为f(x)=sinx 的原始图像.

图 1.2

按顺序标出五个点的坐标,A1(0,0),A5(2π,0),A3(π,0),A2
π
2
,1  ,A43π2,-1  ,对于

各点横坐标来讲,先标A1,A5为A1加一个周期,A3 为A1,A5 中点,A2 为A3,A1 中点,A4
为A5,A3中点.在有些题目中,有时需要多画出几个周期.再根据题目要求,列出不等式求解.

(3)
 

向量数量积的运算有时可利用向量的投影来简化运算.由向量数量积的公式a·b=
|a||b|cosθ可知,向量数量积可以看作b在a上的投影再乘以|a|,不过这个投影分正负,θ为

锐角时投影为正,θ为钝角时投影为负,θ为直角时投影为
 

0.

图 1.3

(4)
 

数形结合在解析几何中应用非常广泛,比如抛物线中“双

正方形”的应用.

如图1.3所示,抛物线y2=2px(p>0),点F p
2
,0  为抛物线

的焦点,l:
 

x=-p
2

为抛物线的准线,l与x 轴交于点K,AB 为抛

物线的通径,点A p
2
,p  ,点B p

2
,-p  .分别过点A,B 向l作垂

线,垂足分别为 D,C,连接 KA,KB,则四边形ADKF 和四边形

BCKF 为2个边长为p 的正方形,且直线KA,KB 分别与抛物线

相切于点A,B.


