
3.1 定 义 法

  (多选题)过已知圆内一个定点作圆C 与已知圆相切,则圆心C 的轨迹不

可能是(  ).

A.
 

圆      B.
 

椭圆      C.
 

线段      D.射线

【解析】 设定点为A,已知圆心为B,半径为R,分两种情形:
 

①如图3.1(a)

所示,当A 与B 重合时,圆心C 是以B 为圆心,R
2

为半径的圆.②如图3.1(b)所

示,当A 在圆内且不与B 重合,R=|BC|+|CD|=|BC|+|CA|>|AB|,故圆心

C 在以A,B 为焦点的,长轴长等于R 的椭圆.故选CD.

图3.1
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图3.2

  (1)
 

如图3.2(a)所示,若点A 在已知圆B 上,过点A 作圆C 与已知圆相

切,则圆心C 的轨迹是直线AB 挖去A,B 两点.
(2)

 

如图3.2(b)所示,若点A 在已知圆B 外,过点A 作圆C 与已知圆相

切,则圆心C 的轨迹是双曲线.理由:
 

分两种情况:
 

①外切时,|C1B|=|BD|+

|DC1|=R+|C1A|,|C1B|-|C1A|=R<|AB|,故点C1 的轨迹是以A,B
为焦点,实轴长为R 的双曲线的右支;

 

②内切时,|C2A|=|C2E|=|C2B|+

|BE|=|C2B|+R,|C2A|-|C2B|=R<|AB|,故点C2 的轨迹是以A,B
为焦点,实轴长为R 的双曲线的左支.

3.2 联立韦达法

图3.3

  如图3.3所示,P 为双曲线xy=1上

的一点,Q 为P 关于原点O 的对称点,以

P 为圆心且经过点Q 的圆交双曲线于另

外三点A,B,C,求证:
 

△ABC 是等边三

角形.
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【解析】 设 P a,
1
a  ,A x1,

1
x1  ,B x2,

1
x2  ,C x3,

1
x3  ,Q -a,-

1
a  .

圆P:
 

(x-a)2+y-
1
a  2=4a2+4a2,与xy=1联立得(x-a)2+ 1x-

1
a  2=

4a2+
4
a2
,即 x2+

1
x2
-2ax-

2
ax-3a

2-
3
a2
=0⇔x4+1-2ax3-

2
ax-

3a2+
3
a2  x2=0,此方程必有一个根为-a.于是,x4+1-2ax3-

2
ax-

3a2+
3
a2  x2=(x+a)x3-3ax2-

3
a2

x+
1
a  =0,方程x3-3ax2-

3
a2

x+

1
a=0

有三个根x1,x2,x3.由韦达定理得x1+x2+x3=3a,x1x2+x2x3+

x3x1=-
3
a2
,x1x2x3=-

1
a
,故 1

x1
+
1
x2
+
1
x3
=

x1x2+x2x3+x3x1
x1x2x3

=
3
a
,

△ABC 的重心与外心重合,△ABC 是等边三角形.
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  要证△ABC 是等边三角形,只需证重心与外心重合,即x1+x2+x3=

3a,
1
x1
+
1
x2
+
1
x3
=
3
a.

3.3 坐标平移法

由于平移不改变斜率、面积、周长等,在斜率问题和面积问题上经常通过平

移简化问题.

  已知A(0,3)和P3,
3
2  为椭圆C:

x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)上两点.

(1)
 

求C 的离心率;
 

(2)
 

若过P 的直线l交C 于另一点B,且△ABP 的面积为9,求l的方程.

【解析】 (1)
 x2

12+
y2

9=1
,e=

1
2.
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(2)
 

将坐标原点平移到点A,即x'=x,y'=y-3,则A'(0,0),P'3,-
3
2  ,

椭圆变为x'2

12+
(y'+3)2

9 =1.

设B'(x'0,y'0),S△A'B'P'=
1
2 x'0 -

3
2  -3y'0 =9,x'0

2+y'0
=6,且

x'20
12+

(y'0+3)2

9 =1,于是,x'0=0,y'0=-6或者x'0=-3,y'0=-
9
2
,则B'(0,-6)或

B' -3,-
9
2  ,直线P'B'方程为3x'-2y'-12=0或x'-2y'-6=0.故直线

PB 的方程为3x-2y-6=0或x-2y=0.

 图3.4

  如图3.4所示,椭圆C:
x2

a2
+y

2

b2
=1经过点P1,

3
2  ,离心率e=

1
2
,直线

l的方程为x=4.
(1)

 

求椭圆C 的方程;
 

(2)
 

AB 是经过右焦点F 的任一

弦(不经过点P),设直线AB 与直线l
相交于点 M,记 PA,PB,PM 的斜率

分别为k1,k2,k3,问:
 

是否存在常数

λ,使得k1+k2=λk3?若存在,求λ 的

值;
 

若不存在,请说明理由.

【解析】 (1)
 

椭圆C 的方程为x2

4+
y2

3=1.

(2)
 

将坐标原点平移到点 P,x'=x-1,y'=y-
3
2
,则椭圆方程变为

(x'+1)2

4 +
y'+

3
2  2
3 =1,即3x'2+4y'2+(6x'+12y')=0,F 点坐标变为

0,-
3
2  ,直线AB:y'=kx'-

3
2
,即2
3kx'-

2
3y'=1.
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直线 AB 与椭圆联立得3x'2+4y'2+(6x'+12y')
2
3kx'-

2
3y'  =0,即

4y'
x'  2-(8k-4)y'x'-(3+4k)=0,k1+k2=2k-1,直线x=4变为x'=3,与直

线AB:y'=kx'-
3
2

联立得 M 3,3k-
3
2  ,k3=

3k-
3
2

3 =k-
1
2
,于是k1+k2=

2k3,从而有λ=2.

3.4 代换消元和放缩消元

1.
 

代换消元

 图3.5

  如图3.5所示,P 为圆O:x2+y2=

1
9

上一动点,圆O 在点P 处切线交椭

圆C:
x2

4+y
2=1于A,C 两点,再过点

A,C 作圆O 的另一条切线分别交椭

圆C 于B,D 两点,过点B,D 作圆O
另一条切线相交于点Q,求动点Q 的轨迹方程.

【解析】 设P,G,H,N,M 对应的参数为t,t1,t2,t3,t4,直线AC:(1-

t2)x +2ty =
1+t2

3
,直 线 CD:(1-t21)x +2t1y =

1+t21
3
,联 立 求 得

C -
t1t-1
3(t1t+1)

,
t1+t
3(t1t+1)  ,代入椭圆C:

x2

4+y
2=1得-35t2t21+4t

2-66t1t+

4t21-35=0①.又 直 线 AB:(1-t22)x+2t2y=
1+t22
3
,与 直 线 AC 联 立 得

A -
t2t-1
3(t2t+1)

,
t2+t
3(t2t+1)  代入椭圆得-35t2t22+4t

2-66t2t+4t
2
2-35=0②.

下面消去①②中的t.令t2=m,t=n,-35mt21+4m-66t1n+4t
2
1-35=0③,
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-35mt22+4m-66t2n+4t
2
2-35=0④,将③④视为关于m,n 的二元一次方程

(其余t1,t2看作常数),于是m=
4t1t2+35
35t1t2+4

,n=-
403(t1+t2)
22(35t1t2+4)

,故由m-n2=0

得h(t1,t2)=67760t
2
1t
2
2-162409t

2
1+275826t1t2-162409t

2
2+67760,于是,

(67760t2-162409)t23+275826t3t-162409t
2+67760=0,(67760t2-162409)·

t24+275826t4t-162409t
2+67760=0.

t3,t4是方程(67760t2-162409)x2+275826xt-162409t2+67760=0两

根,故t3t4=
-162409t2+67760
67760t2-162409

,t3+t4=-
-275826t

67760t2-162409
,同点C 坐标求

法可 得 Q -
t3t4-1
3(t3t4+1)

,
t3+t4
3(t3t4+1)  = 76723(1-t2)

94649(1+t2)
, 91942t
94649(1+t2)  ,x=

76723(1-t2)
94649(1+t2)

=
76723
94649cosθ

,y=
91942t

94649(1+t2)
=
45971
94649sinθ.故动点Q 的轨迹方

程为 x2

76723
94649  2

+ y2

45971
94649  2

=1.
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  若t,t1 满足方程,则t,t2 同样满足这个方程.另外t1 到t2 是通过三条切

线DC,CA,AB,t到t3 是通过三条切线AC,CD,DQ,t到t4 是通过三条切线

CA,AB,BQ,所以t1,t2 满足的方程也是t,t3 和t,t4 满足的方程.

2.
 

放缩消元

图3.6

  如图3.6所示,在直角坐标系xOy 中,点P 到x 轴

的距离等于点P 到点0,
1
2  的距离.记动点P 的轨迹为

w.已知矩形 ABCD 有 三 个 顶 点 在w 上,证 明:
 

矩 形

ABCD 的周长大于33.
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证明 y=x2+
1
4
,将抛物线下移1

4
个单位后矩形ABCD 周长不变,所以不

妨设A,B,C 三点在抛物线y=x2上.

设A(xA,yA),B(xB,yB),C(xC,yC),基 本 点 xA,xB,xC,kBC =

x2C-x
2
B

xC-xB
=xC+xB=k(|k|≤1),kAB=xA+xB=-

1
k
,所以xC=k-xB,

xA=-
1
k-xB,则|BC|= 1+k2|k-2xB|,|BA|= 1+

1
k2

-
1
k-2xB =

1+
1
k2

1
k+2xB .

周长=2 1+k2|k-2xB|+
1+k2

|k|
1
k+2xB  

≥2 1+k2|k-2xB|+ 1+k2 1k+2xB  ①
≥2 1+k2 k+

1
k =2 1+k2 |k|+

1
|k|  .

解法1(用导数):
 

求证f(t)=2 1+t2t+
1
t  (0<t≤1),f'(t)=2 1+t2·

2t2-1
t2  ,易知f(t)在 0,

2
2  上单调递减,在 2

2
,1  上单调递增,f(t)≥

f 2
2  =33.此时|k|=

2
2

与式①取等条件|k|=1不能同时成立,所以矩形

ABCD 的周长大于33.

解法2(不等式):
 

1+t2 t+
1
t  =(1+t

2)
3
2

t =
(1+t2)

3
2

 t
2
3 

3
2
=
1+t2

t
2
3  

3
2

=

t
4
3+t-

2
3  

3
2=t

4
3+
1
2t

-
2
3+
1
2t

-
2
3  

3
2

≥ 3× 12  
2
3􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

3
2

=
3
23.所以矩形ABCD 的

周长大于33.
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        设|k|≤1的原因

由于kAB·kBC=-1,故|kAB|与|kBC|肯定有一个小于等于1.若|kBC|≤1

解法如上;
 

若|kAB|≤1,则只需设kAB=
x2A-x

2
B

xA-xB
=xA+xB=k,kBC=xC+

xB=-
1
k
,所以xA=k-xB,xC=-

1
k-xB,则|AB|= 1+k2|k-2xB|,

|BC|= 1+
1
k2

-
1
k-2xB = 1+

1
k2

1
k+2xB ,周长还是=2 1+k2|k-

2xB|+
1+k2

|k|
1
k+2xB  .

但周长2 1+k2|k-2xB|+
1+k2

|k|
1
k+2xB  是关于k,xB 的双变量

问题,除了用绝对值不等式消元,还能怎么消元?
先固定周长中的k,将周长视为xB 的函数,结合常见绝对值函数f(x)=

m|x-p|+n|x-q|,m>0,n>0图像,易知f(x)的最小值为 min{f(p),

f(q)},于是周长的最小值为2min 1+
1
k2

k+
1
k
,1+k2 k+

1
k  .当|k|∈

(0,1]时,周长的最小值为2 1+k2 k+
1
k .

接下来松动k,变为关于k 的单变量问题.
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  此题的关键是利用对称性和绝对值不等式,通过放缩将多变量问题转变

为单变量问题,再利用导数和基本不等式求最值.

常见的消元类型:
 

(1)
 

代入型
y-1
x+2

·k=-1

y=k(x-2)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ;

(2)
 

互换型:
 

x=
1-k2

1+k2

y=
2k
1+k2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,先求k2=
1-x
1+x

,再求y2=
4k2

(1+k2)2
;
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  (3)
 

相除型

x=
4k2

1+2k2

y=
-2k
1+2k2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

;
 

(4)
 

相乘型

x=
y0(x- 2)

x0- 2

y=
y0(x+ 2)

x0+ 2

x20
2-y

2
0=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

;
 

(5)
 

平方型

x=k-
1
k

y=k+
1
k

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

.

3.5 先
 

猜
 

后
 

证

 图3.7

  已知椭圆的中心为坐标原点,对称轴为

x 轴、y 轴,且过A(0,-2),B 3
2
,-1  两点.

(1)
 

求椭圆的方程;
 

(2)
 

如图3.7所示,设过点P(1,-2)的

直线交椭圆于 M,N 两点,过 M 且平行于x
轴的直线与线段AB 交于点T,点 H 满足

MT→=TH→,证明:
 

直线 HN 过定点.

【解析】 (1)
 

椭圆的方程为x2

3+
y2

4=1.
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  (2)
 

当点N 运动到点(0,2)时,直线NH 为y 轴;
 

当点N 运动到点B 时,

此时点 M,N,T,H 与点B 重合,如图3.8所示,直线 NH 为直线AB,由此可

以猜出直线 HN 过定点A.

图3.8
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 图3.9

  定点问题可以先通过特殊情况得到,再证一般情形下也过该定点.

证明 如图3.9所示,以A 为原点重新建系,x=x',y=y'-2,椭圆方程

变为
x'2

3 +
(y'-2)2

4 =1,
 

4x'2+3y'2-12y'=0,直线AB:y'=
2
3x'.

设 M(x1,y1),故T 3
2y1

,y1  ,H(3y1-x1,
y1),设N(x2,y2),要证明直线 NH 过点A,只需

证明kAH=kAN⇔
y1

3y1-x1
=
y2
x2
⇔x1y2+x2y1=

3y1y2.在 新 坐 标 系 下 P(1,0),设 直 线 PMN:
 

x'=my'+1,只需证(my1+1)·y2+(my2+1)

y1=3y1y2⇔(2m-3)y1y2+(y1+y2)=0.

联立直线PMN 与椭圆得(4m2+3)y'2+(8m-12)y'+4=0,y1y2=

4
4m2+3

,y1+y2=
12-8m
4m2+3

,于是(2m-3)y1y2+(y1+y2)=0.


