
第3章 线性变换及若尔当标准形

线性映射表示的是两个线性空间之间的映射，而线性变换则是线性空间到自身的映射，

它的矩阵表示具有更多性质。线性变换对应的矩阵表示为方阵，它最重要的性质就是在不

同基下的表示矩阵的相似关系，以及在相似变换下的最简矩阵表示。本章详细分析了矩阵

的特征值和特征向量的相关理论，给出了矩阵的若尔当标准形的基本理论和计算问题。

3.1 线性变换及表示

3.1.1 线性变换的定义

线性空间V 到自身的映射称为V 的一个变换。

定义 3.1.1 线性空间V 的一个变换T称为线性变换，若对于V 中任意的元素x,y和

数域F中任意数k, l，都有

T (kx+ ly) = k · T (x) + l · T (y) (3.1)

T (x)或Tx代表元素x在变换T下的像。式 (3.1)所表示的性质，有时也说成线性变换
保持向量的加法与数量乘法。从线性变换的定义可以知道，它也是一个线性映射，线性映

射具有的性质，线性变换都具有，因此这里就不重复了。

例题 3.1 平面上的向量构成实数域上的二维线性空间。把平面围绕坐标原点按反时

钟方向旋转 θ角，就是一个线性变换，用 gθ表示。如果平面上一个向量x在直角坐标系下

的坐标是 (x, y)，那么像gθ(x)的坐标，即x旋转 θ角之后的坐标 (x′, y′)T是x′
y′

 =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ


x
y


例题 3.2 设x是几何空间Cn中一固定非零列向量，把每个列向量ξ变到它在x上的

内射影的变换也是一个线性变换，以Px表示它。用公式表示就是

Px(ξ) =
xHξ

xHx
x

这表示Px投影变换。



例题 3.3 线性空间V 中的恒等变换或称单位变换 I，即

I(x) = x, x ∈ V

例题 3.4 在多项式线性空间P [x]或者Pn[x]中，求导数是一个线性变换，通常用D

代表，即

D(f(x)) = f ′(x)

例题 3.5 定义在闭区间 [a, b]上的全体连续函数组成实数域上一线性空间，以C(a, b)

代表。在这个空间中变换

I (f(x)) =

∫x
a

f(t)dt

是一线性变换。

若向量组{T (x1), T (x2), · · · , T (xr)}线性无关，那么向量组{x1,x2, · · · ,xr}线性无关，
反之未必。

3.1.2 线性变换的运算

设T, S是线性空间V (F )的两个线性变换，定义加法和数乘如下：

(T + S)(x) = T (x) +B(x)

(kT )(x) = k(T (x))

其中 x ∈ V, k ∈F。

显然，这样定义的线性变换加法与数乘的结果仍是线性变换。因此它们的全体按照这

样的加法和数乘。

定理 3.1.1 线性空间V 上全体线性变换，对于如上定义的加法与数量乘法，也构成

数域F上一个线性空间。

定义 3.1.2 设T, S是线性空间V 的两个线性变换，定义它们乘积为

(TS)(x) = T (S(x)), x ∈ V

显然线性变换的乘积也是线性变换。线性变换的乘法适合结合律，即

(TS)P = T (SP )

但线性变换的乘法不适合交换律。例如，在实数域上的线性空间中，线性变换

D(f(x)) = f ′(x), I (f(x)) =

∫x
a

f(t)dt

的乘积DI = I，但一般ID 6= I。

定义 3.1.3 V 的变换T称为可逆的，如果有V 的变换S 存在，使

TS = ST = I

这时，变换S称为T的逆变换，记为T−1。如果线性变换T是可逆的，那么它的逆变换T−1

也是线性变换。

既然线性变换的乘法满足结合律，当若干线性变换T重复相乘时，其最终结果是完全

确定的，与乘法的结合方法无关。因此当n个 (n是正整数)线性变换T相乘时，就可以用
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n︷ ︸︸ ︷
TT · · ·T

来表示，称为T的n次幂，简记为Tn。作为定义，令 T 0 = I。

例题 3.6 设 f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · · + a0是P [x]中一多项式，T是V 的一

个线性变换，定义

f(T ) = amT
m + am−1T

m−1 + · · ·+ a0I

显然f(T )是一线性变换。它称为线性变换T的多项式。

例题 3.7 在线性空间Pn−1[λ]中，求微商是一个线性变换，用D表示。同样平移变换

f(λ) → f(λ + a), a ∈ P 也是一个线性变换，用Ta表示。根据泰勒展开式 f(λ + a) =

f(λ) + af ′(λ) +
a2

2!
f ′′(λ) + · · ·+ an−1

(n− 1)!
f (n−1)(λ)，Ta实质上是D的多项式：

Ta = I + aD +
a2

2!
D2 + · · ·+ an−1

(n− 1)!
Dn−1

3.1.3 线性变换的矩阵表示

定义 3.1.4 设 [x1,x2, · · · ,xn]是数域F上n维线性空间V 的一个基，T是V 中的一

个线性变换。基向量的像可以被基线性表出：

Tx1 = a11x1 + a21x2 + · · ·+ an1xn

Tx2 = a12x1 + a22x2 + · · ·+ an2xn

...

Txn = a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ annxn

用矩阵表示就是

TX = XA

其中 X = [x1,x2, · · · ,xn], TX = [Tx1, Tx2, · · · , Txn],

A =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


方阵A称为线性变换T在基 [x1,x2, · · · ,xn]下的表示矩阵。

从上式可以看出线性变换完全被它在一个基上的作用所决定。在取定一个基之后，就

建立了由数域F上的n维线性空间V 的线性变换到数域F上的n×n矩阵的一个映射，并
且这是一个双射。这个对应的重要性表现在它保持运算，可归纳为如下结论。

定理 3.1.2 设X = [x1,x2, · · · ,xn]是数域F上n维线性空间V 的一个基。在这个

基下，V 中线性变换T按对应一个数域F上的n× n矩阵A，即 TX = XA，且这个对应

具有以下性质：
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(1) 线性变换的和对应于矩阵的和；
(2) 线性变换的复合对应于矩阵的乘积；
(3) 线性变换的数量乘积对应于矩阵的数量乘积；
(4) 可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩阵。
此定理说明数域F上n维线性空间V 的全体线性变换组成的集合L(V )对于线性变换

的加法与数量乘法构成F上一个线性空间，与数域F上n级方阵构成的线性空间Fn×n

同构。

例题 3.8 设线性空间V 中的线性变换T在基X下的表示矩阵为A，那么线性变换多

项式

f(T ) = a0Tm + a1Tm−1 + · · ·+ am−1T + amI

(此处 I表示恒等变换）在基X下的矩阵表示为矩阵多项式：

f(A) = a0A
m + a1A

m−1 + · · ·+ am−1A+ amIn

其中In表示单位矩阵，n为线性空间V 的维数。

定理 3.1.3 设线性空间V 中的线性变换T在基X = [x1,x2, · · · ,xn]下的表示矩阵

是A，向量x在基X下的坐标是ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)T
，则T (x)在基X下的表示坐标η =

(η1, η2, · · · , ηn)T为 η = Aξ。

证明 由题设 x=Xξ，由此可得 TX=XA。Xη=T (x)=T (Xξ)=TX(ξ)=XA(ξ)=

X(Aξ)，因此 η = Aξ。

线性变换的表示矩阵与空间中基的选择有关，随着基的改变，同一个线性变换就有不

同的矩阵表示。为了利用矩阵来研究线性变换，有必要弄清楚线性变换的表示矩阵是如何

随着基的改变而改变的。

定理 3.1.4 设线性空间V 中线性变换T在两个基X = [x1,x2, · · · ,xn]和Y = [y1,
y2, · · · ,yn]的表示矩阵分别为A和B。若基X和Y 之间的过渡矩阵为C，即 Y = XC，那

么 B = C−1AC。

证明 由线性变换的矩阵表示理论可知，TY = YB，同时 TY = T (XC) = (TX)C =

(XA)C = X(AC) = (YC−1)(AC) = Y (C−1AC)� 因此，我们有 B = C−1AC成立。

定义 3.1.5 设A,B为数域F上两个n阶方阵，如果存在数域F上的n阶可逆方阵

C，使得B = C−1AC，就说A相似于B，记作A ∼ B。

相似是矩阵之间的一种等价关系，这种关系具有下面三个性质：

(1) 反身性：A ∼ A。

(2) 对称性：如果A ∼ B，那么B ∼ A。

(3) 传递性：如果A ∼ B,B ∼ C，那么A ∼ C。

所以，有时也称相似关系为相似等价关系。它和1.4节定义的矩阵相抵等价关系有区
别。对于线性空间V (F )，可以定义几个特殊的变换：

零变换T0：T0(x) = 0。

恒等变换 I：I(x) = x。

数乘变换Tk：Tk(x) = k · x。
例题 3.9 设 f(x) = amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a0是F [x]中的多项式，数域F上的
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两个矩阵A与B相似，即B = C−1AC。那么 f(B) = C−1f(A)C。

这个公式是利用相似变换计算矩阵多项式的基础。有时直接计算f(B)比较困难，可以

化为相似的对角或块对角矩阵A，从而计算f(A)。

从这儿我们可以看出，在相似等价意义下具有的性质有时也称为线性变换的性质。例

如，相似的矩阵具有相同的行列式，所以我们可以认为线性变换的对应矩阵的行列式为线

性变换对原空间的单位超立方体经变换后的多面体的体积。这正是多元积分的变量替换的

雅可比行列式。又如我们知道，相似的矩阵具有相同的特征多项式，所以我们可以定义线

性变换的特征多项式。同样可以导出线性变换的特征值和线性变换的迹 (定义为线性变换
对应矩阵所有特征值的和)。

3.2 特征值与特征向量的基础

3.2.1 线性变换的特征值与特征向量

由于线性变换在不同基下的矩阵表示不相同，那么一个很自然的问题就是，怎样选择

特殊的基使得给定线性变换在该个基下的表示矩阵最简单。为此引入下列概念。

定义 3.2.1 设T是线性空间V (F )上线性变换，若存在非零向量x ∈ V 和数λ ∈ F

满足 Tx = λx，则称λ为T的特征值，x为相应的特征向量。

注意：由定义，特征向量非零。

若线性变换T在线性空间的一个基X下的矩阵表示为A，即

TX = [Tx1, Tx2, · · · , Txn] = XA

设T的特征值λ0对应的特征向量x在基X的坐标表示为ξ，即

x = ξ1x1 + ξ2x2 + · · ·+ ξnxn = X(ξ1, ξ2, · · · , ξn)T = Xξ

那么有 X(λ0 · ξ) = λ0x = Tx = T (Xξ) = (TX�ξ = X(Aξ)。从而 λ0 · ξ = Aξ。由于上述

等式推导可以倒推，因此求线性变换T的特征值λ0和特征向量x等价于在一个基X下求T

的表示矩阵A的特征值λ0和特征向量ξ。这时ξ为x在基X下的坐标，即 x = Xξ。因此，

这个关系式将线性变换的特征值和特征向量的计算问题归结为求矩阵特征值与特征向量的

计算。

定义 3.2.2 设A是数域F上一个n阶矩阵，λ是一个数字。那么矩阵λIn −A称为

特征矩阵，它的行列式

|λIn −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

...
...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.2)

叫作方阵A的特征多项式ϕA(λ)，这是数域F上的一个n次多项式。

上面的分析说明，如果λ0是线性变换T的特征值，那么λ0一定是其表示矩阵A的特
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征多项式的一个根；反过来，如果λ0是其表示矩阵A的特征多项式在数域F中的一个根，

即 |λ0En −A| = 0，那么齐次线性方程组 (λ0In − A)ξ = 0 就有非零解。这时，x =

ξ1x1 + ξ2x2 + · · ·+ ξnxn为特征值λ0的特征向量，即Tx = λ0x。因此线性变换T的一个

特征值与特征向量的方法可以分成以下几步：

(1) 在线性空间V 中取一个基x1,x2, · · · ,xn，写出T在这个基下的表示矩阵A；

(2)求出A的特征多项式 |λI −A|在数域F中全部的根，它们也就是线性变换T的全

部特征值；

(3) 把所求得的特征值λ0逐个代入方程组 ((λ0In −A)ξ = 0)，对于每一个特征值，解
方程组 ((λ0In−A)ξ = 0)，求出一个基础解系，它们就是属于这个特征值的几个线性无关
的特征向量在基x1,x2, · · · ,xn下的坐标，这样，也就求出了属于每个特征值的全部线性无

关的特征向量。

例题 3.10 求A =

 3 −1

−1 3

的特征值和特征向量。
解：A的特征多项式为

|A− λI2| =

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1

−1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (3− λ)2 − 1 = 8− 6λ+ λ2 = (2− λ) (4− λ)

于是解得A的特征值为λ1 = 2, λ2 = 4。下面分别求特征向量：

对于λ1 = 2，解齐次线性方程组

(A− 2I2)x = 0,

3− 2 −1

−1 3− 2


x1
x2

 =

0

0


得基础解系p1 =

1

1

，因此属于λ1 = 2的全部特征向量为k1p1 (k1 6= 0)。

对于λ2 = 4，解齐次线性方程组

(A− 4I2)x = 0,

3− 4 −1

−1 3− 4


x1
x2

 =

0

0


得基础解系p2 =

 1

−1

，因此属于λ2 = 4的全部特征向量为k2p2 (k2 6= 0)。

例题 3.11 求A =


−2 1 1

0 2 0

−4 1 3

 的特征值和特征向量。
解：A的特征多项式为
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|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1 1

0 2− λ 0

−4 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1

−4 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = − (λ+ 1) (λ− 2)
2

所以A的特征值为λ1 = −1, λ2 = λ3 = 2(二重根)。

当λ1 = −1时，解 (A+ I)x = 0，由A + I =


−1 1 1

0 3 0

−4 1 4

 →

−1 0 1

0 1 0

0 0 0

，得

p1 =


1

0

1

为基础解系，则属于λ1 = −1的所有特征向量为k1p1 (k1 6= 0)。

当λ2 = λ3 = 2时，解 (A− 2I)x = 0，由A − 2I =


−4 1 1

0 0 0

−4 1 1

 →

−4 1 1

0 0 0

0 0 0

，

得基础解系p2 =


0

1

−1

 , p3 =


1

0

4

，则属于λ2 = λ3 = 2的全部特征向量为k2p2 +

k3p3 (k2, k3不全为零)。

例题 3.12 在空间P [x]n中，线性变换 Df(x) = f ′(x) 在基1, x,
x2

2!
, · · · , xn−1

(n− 1)!
下

的矩阵是

D =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

...
... . . . . . . ...

0 0 0
. . . 1

0 0 0 · · · 0



D的特征多项式是 |λI −D| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 0 · · · 0

0 λ −1 · · · 0

...
... . . . . . . ...

0 0 0
. . . −1

0 0 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn。因此，D的特征值只有0。通
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过解相应的齐次线性方程组知道，属于特征值0的线性无关的特征向量组只能是任一非零
常数。这表明导数为零的多项式只能是零或非零的常数。

例题 3.13 平面上全体向量构成实数域上一个二维线性空间，旋转 gθ在直角坐标系

下的矩阵为

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

。它的特征多项式为
∣∣∣∣∣∣∣
λ− cos θ sin θ

− sin θ λ− cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ = λ2−2λ cos θ+1。

当 θ 6= kπ 时，特征多项式无实根。因之，当 θ 6= kπ时，gθ无实特征值。从几何上看，

这个结论是明显的。

3.2.2 线性变换的特征子空间

定义 3.2.3 对于线性变换T的任一个特征值λ0，特征子空间Vλ0记为

Vλ0 = {x | Tx = λ0x, x ∈ V n}

它的维数就是属于λ0的线性无关的特征向量的最大个数，称为λ0的几何重数。相应地，λ0

为T的特征多项式根的重数称为λ0的代数重数。

在线性变换的研究中，矩阵的特征多项式是重要的。下面先来看一下它的系数。在

|λIn −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

...
...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的展开式中，有一项是主对角线上元素的连乘积

(λ− a11)(λ− a22) · · · (λ− ann)

展开式中的其余项，至多包含n− 2个主对角线上的元素，它对λ的次数最多是n− 2。因

此特征多项式中含λ的n次与n− 1次的项只能在主对角线上元素的连乘积中出现，它们是

λn − (a11 + a22 + · · ·+ ann)λ
n−1

在特征多项式中令λ = 0，即得常数项 |−A| = (−1)n |A| 因此，如果只写特征多项式的前
两项与常数项，就有

|λI −A| = λn − (a11 + a22 + · · ·+ ann)λ
n−1 + · · ·+ (−1)n |A| (3.3)

由根与系数的关系，A的全体特征值的和为a11 + a22 + · · ·+ ann(称为A的迹)，而A的全

体特征值的积为 |A|。
特征值自然是被线性变换所决定的。但是在有限维空间中，任取一个基后，特征值就

是线性变换在这个基下矩阵的特征多项式的根。随着基的不同，线性变换的矩阵一般是不

同的，但是这些矩阵是相似的。

定理 3.2.1 相似方阵有相同的特征多项式。

证明 设B = C−1AC，那么 ϕB(λ) = |λIn −B| = |λIn −C−1AC| = |C−1(λIn −
A)C| =|C−1| · |λIn −A| · |C| = |λIn −A| = ϕA(λ)。
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定理3.2.1说明，线性变换的表示矩阵的特征多项式与基的选取无关，它直接被线性变
换所决定。因此，可以讨论线性变换的特征多项式。

既然相似的矩阵有相同的特征多项式，特征多项式的各项系数对于相似的矩阵来说都

是相同的。考虑特征多项式的常数项，得到相似矩阵有相同的行列式。因此，以后就可以

说线性变换的行列式。

定理 3.2.2 设T是n维线性空间V 的一个线性变换，T的表示矩阵可以在某一基下

为对角矩阵的充要条件是T有n个线性无关的特征向量。

证明 (1) 必要性：设T在基X = [x1,x2, · · · ,xn]下的表示矩阵A = diag(λ1, λ2, · · · ,
λn)为对角矩阵，那么 Txi = λixi，因此{x1,x2, · · · ,xn}为n个线性无关的特征向量。

(2)充分性：设{x1,x2, · · · ,xn}为n个线性无关的特征向量，则X = [x1,x2, · · · ,xn]

为V 的一个基，此时存在n个特征值λ1, λ2, · · · , λn使得Txi = λixi成立，即TX = XA，

其中A = diag(λ1, λ2, · · · , λn)为对角矩阵。
定理 3.2.3 设λ是A的任一特征值，若x1,x2, · · · ,xs都是属于λ的特征向量，则 x1,

x2, · · · ,xs的任意非零线性组合仍是属于λ的特征向量。

定理 3.2.4 设 λ 是 n 阶方阵 A 的任一特征值，x 是所属的任一特征向量，则有如

下结论：

(1) ∀k ∈ C,kλ是kA的特征值，x是kA的属于kλ的特征向量；

(2) ∀k ∈ N,λk是Ak的特征值，x是Ak的属于λk的特征向量；

(3) 若 f (A) 是 A 的多项式，则 f (λ) 是 f (A) 的特征值，x 是 f (A) 的属于 f (λ)

的特征向量；

(4) 若A可逆，则λ 6= 0，且
1

λ
是A−1的特征值，x是A−1的属于

1

λ
的特征向量；

(5) 若A可逆，则
|A|
λ
是伴随矩阵A∗的特征值，x是A∗的属于

|A|
λ
的特征向量；

(6) λ也是AT的特征值。

证明 我们证明 (2)、(4)、(6)，而将 (1)、(3)、(5)留给读者作为练习。
(2) 由Ax = λ · x，有A2x = A (Ax) = A (λx) = λ (Ax) = λ (λx) = λ2x，知

k = 2时结论成立，假设对于k − 1有Ak−1x = λk−1x成立，则由归纳原理推得对k有

Akx = A
(
Ak−1x

)
= A

(
λk−1x

)
= λk−1 (Ax) =λkx。

(4) 设 A 可逆，由
n∏

i=1

λi = |A| 6= 0 可知所有特征值非零。进而在 Ax = λx 两端左

乘 A−1 得 x = A−1 (Ax) = A−1 (λx) = λ
(
A−1x

)
，由 λ 6= 0 便得 A−1x = λ−1x，可知

命题为真。

(6) 由于
∣∣AT − λIn

∣∣ = ∣∣∣(A− λIn)T
∣∣∣ = |A− λIn|，可见AT 与A有相同的特征多项

式，因而有相同的特征值。

注意：因为AT 的特征向量是齐次线性方程组 (AT − λIn)x = 0的非零解，与 (A −
λIn)x = 0的非零解一般不同，故x未必还是AT 的特征向量。

例题 3.14 设A的特征值为1、2、3，B = A3 − 3A2 + 3A− I，则B不可逆。

证明 易见B = (A− I)
3
，B的特征值为 (λ− 1)

3
。以λ为1、2、3分别代入，得B的

特征值为0、1、2，因此得 |B| = 0，从而知B不可逆。

定理 3.2.5 属于不同特征值的特征向量是线性无关的。
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证明 对特征值的个数做归纳证明。显然个数为1时显然成立，设个数为 s− 1时结论

成立。若xi属于特征向量λi的特征向量，i = 1, 2, · · · , s且 i 6= j时λi 6= λj。由
s∑

i=1

cixi = 0

两边作线性变换可得
s∑

i=1

ci · Txi = 0，即
s∑

i=1

ciλi · xi = 0。

从而
s∑

i=1

ciλi · xi − λs
s∑

i=1

cixs = 0，即
s−1∑
i=1

ci(λi − λs) · xi = 0由归纳假定可得 ci =

0,i = 1, 2, · · · , s − 1，再根据
s∑

i=1

cixi = 0 可得 csxs = 0，即 cs = 0，从而 x1,x2, · · · ,xs

线性无关。

推论 3.2.1 如果在n维线性空间V 中，线性变换T的特征多项式在数域F中有n个

不同的根，即T有n个不同的特征值，那么T在某组基下的表示矩阵是对角形的。

证明 根据定理可取相应的特征向量作为基即可。

推论 3.2.2 在复线性空间中，如果线性变换T的特征多项式没有重根，那么T在某

个基下的矩阵是对角形的。

对线性变换具有相同特征值的情形，要判断这个线性变换的矩阵能不能相似于对角形，

问题就要复杂些。

定理 3.2.6 如果 λ1, λ2, · · · , λk 是线性变换 T 的不同的特征值，而 xi,1,xi,2, · · · ,xi,ri

是属于特征值 λi 的线性无关的特征向量，i = 1, 2, · · · , k，那么向量组 {x1,1, · · · ,x1,r1 , · · · ,
xk,1, · · · ,xk,rk}也线性无关。

证明 设
k∑

i=1

ri∑
j=1

cijxi,j = 0，令xi =
ri∑
j=1

cijxi,j，此时
s∑

i=1

xi = 0。若存在xi 6= 0，那

么xi为特征值λi的特征向量，这些非零的特征向量就线性相关，这和定理3.2.5矛盾。因此
对任意 i,xi = 0，那么由

ri∑
j=1

cijxi,j = 0 根据题设 cij = 0, j = 1, 2, · · · , ri。因此定理得证。

根据这个定理，对于一个线性变换T，求出属于每个不同特征值的线性无关的特征向量，

把它们合在一起还是线性无关的。如果它们的个数等于空间的维数，那么这个线性变换在

合适的基下的表示矩阵是对角矩阵；如果它们的个数少于空间的维数，那么这个线性变换在

任何一个基下的矩阵都不能是对角形。换句话说，设T全部不同的特征值是λ1, λ2, · · · , λr，
于是T在某一个基下的矩阵成对角形的充要条件是T的特征子空间Vλ1 , Vλ2 , · · · , Vλr的维

数之和等于空间的维数。

3.2.3 线性变换的值域与核

定义 3.2.4 设T是线性空间V 的一个线性变换，T的全体像组成的集合称为T的值

域，用TV 表示。所有被T变成零向量的向量组成的集合称为T的核，用N(T )或T−1(0)

表示。若用集合的记号，则

TV = {Tx | x ∈ V } , T−1(0) = {x | Tx = 0,x ∈ V }

显然，线性变换的值域与核都是V 的线性子空间。TV 的维数称为T的秩，T−1(0)的

维数称为T的零度。

定理 3.2.7 设T是n维线性空间V 的线性变换,[x1,x2, · · · ,xr]是N(T )的基，扩充这

个向量组，得到 X = [x1,x2, · · · ,xn]是V 的一个基，在基X下T的表示矩阵是A，则
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