


第一章 极  限

§1.1 极限的概念与性质

2017 2026  
答案P238

考点 极限的概念与性质

1.
 

(24-2)
 

已知数列{an}(an≠0).若{an}发散,则(  )

                  (A)
  

an+
1
an  发散.   (B)

  

an-
1
an  发散.

(C)
  

ean+1
ean  发散.  

 

(D)
  

ean-1
ean  发散.

2.
 

(22-1,2)
 

设数列{xn}满足-π2≤xn≤
π
2
,则(  )

(A)
 

当lim
n→∞
cos(sinxn)存在时,lim

n→∞
xn 存在.

(B)
 

当lim
n→∞
sin(cosxn)存在时,lim

n→∞
xn 存在.

(C)
 

当lim
n→∞
cos(sinxn)存在时,lim

n→∞
sinxn 存在,但lim

n→∞
xn 不

一定存在.
(D)

 

当lim
n→∞
sin(cosxn)存在时,lim

n→∞
cosxn 存在,但lim

n→∞
xn 不

一定存在.
3.

 

(17-2)
 

设数列{xn}收敛,则(  )
(A)

 

当lim
n→∞
sinxn=0时,lim

n→∞
xn=0.

(B)
 

当lim
n→∞
(xn+ |xn|)=0时,lim

n→∞
xn=0.

(C)
 

当lim
n→∞
(xn+x2n)=0时,lim

n→∞
xn=0.

(D)
 

当lim
n→∞
(xn+sinxn)=0时,lim

n→∞
xn=0.
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考  点 大
 

纲
 

要
 

求 命
 

题
 

特
 

点

极限的概念与性质

1.
 

理解极限的概念,理解函数左极限与

右极限的概念以及函数极限存在与左

极限、右极限之间的关系.
2.

 

掌握极限的性质及运算法则.

1.
 

考试频率:
 

★★☆☆☆
2.

 

常考题型:
 

选择题

3.
 

命题趋势:
 

在过去的考研中,极限的概念与性质一直

以来都较少考查.近年来,虽考试频率略有增加,但考题

难度却并不高,一般都能够通过举反例来选出正确

选项.

考点 极限的概念与性质

1.
 

数列极限的概念

lim
n→∞

xn=a⇔ 任 取ε>0,存 在 正 整 数 N,使 得 当

① 时,有② .
若lim

n→∞
xn=a,则称数列{xn}收敛于a;

 

若lim
n→∞

xn 不存

在,则称{xn}发散.

2.
 

函数极限的概念

图形 定义

x→x0

lim
x→x0

f(x)=A⇔任取ε>0,存

在δ>0,使得当③ 时,
有④ .

续表

图形 定义

x→x+
0

lim
x→x+0

f(x)=A⇔任取ε>0,存

在δ>0,使得当⑤ 时,
有|f(x)-A|<ε.

x→x-
0

lim
x→x-0

f(x)=A⇔任取ε>0,存

在δ>0,使得当x0-δ<x<x0
时,有|f(x)-A|<ε.

x→∞

lim
x→∞

f(x)=A⇔任取ε>0,存

在X>0,使得当⑥
时,有|f(x)-A|<ε.
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续表

图形 定义

x→+∞

lim
x→+∞

f(x)=A⇔任取ε>0,存

在X>0,使得当x>X 时,有
|f(x)-A|<ε.

x→-∞

lim
x→-∞

f(x)=A⇔任取ε>0,存

在X>0,使得当⑦
时,有|f(x)-A|<ε.

lim
x→x0

f(x)=A⇔lim
x→x+0

f(x)=lim
x→x-0

f(x)=A;
 

lim
x→∞

f(x)=A⇔⑧ .

【注】
 

lim
x→x+0

f(x)和lim
x→x-0

f(x)也可分别记作f(x+0 )和

f(x-0).
3.

 

极限的性质
(1)

 

唯一性:
 

若{xn}收敛,则其极限唯一;
 

若lim
x→·

f(x)存

在,则该极限唯一.
(2)

 

有界性:
 

若{xn}收敛,则{xn}有界;
 

若lim
x→·

f(x)=

A,则存在常数M>0,使得当x→·时,|f(x)|≤M.
(3)

 

保号性:
 

若lim
n→∞

xn=a,且a>0(或a<0),则当n→

∞时,有xn>0(或xn<0);
 

若lim
x→·

f(x)=A,且A>0(或

A<0),则当x→·时,有⑨ (或⑩ ).
(4)

 

收敛数列与其子数列间的关系:
 

在{xn}中任意抽取

无限多项并保持这些项在{xn}中的先后次序,这样得到的一

个数列称为{xn}的子数列.若{xn}收敛于a,则其任一子数列

也收敛于a.
(5)

 

函数极限与数列极限的关系(海涅定理):
 

设{xn}为
f(x)的定义域内任一收敛于a的数列,且xn≠a(n为正整

数),则lim
x→a

f(x)=A 的充分必要条件是lim
n→∞

f(xn)=

􀃊􀁉􀁓 .

4.
 

极限的运算法则
(1)

 

若lim
n→∞

xn=a,limn→∞
yn=b,则

1)
 

lim
n→∞
(k1xn±k2yn)=k1a±k2b;

 

2)
 

lim
n→∞

xn·yn=􀃊􀁉􀁔 ;
 

3)
 

lim
n→∞

xn

yn
=a
b
(b≠0).

类似地,若lim
x→·

f(x)=A,lim
x→·

g(x)=B,则

1)
 

lim
x→·
[k1f(x)±k2g(x)]=k1A±k2B;

 

2)
 

lim
x→·
[f(x)·g(x)]=AB;

 

3)
 

lim
x→·

f(x)
g(x)=

A
B
(B≠0).

(2)
 

设当x→·时,f[g(x)]有定义且g(x)≠a,若
lim
x→·

g(x)=a,lim
u→a

f(u)=A,则lim
x→·

f[g(x)]=􀃊􀁉􀁕 .

知识梳理·答案

①
 

n>N ②
 

|xn-a|<ε ③
 

0<|x-x0|<δ
④

 

|f(x)-A|<ε ⑤
 

x0<x<x0+δ ⑥
 

|x|>X
⑦

 

x<-X ⑧
 

lim
x→+∞

f(x)=lim
x→-∞

f(x)=A ⑨
 

f(x)>0

⑩
 

f(x)<0 􀃊􀁉􀁓
 

A 􀃊􀁉􀁔
  

ab 􀃊􀁉􀁕
 

A
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考点 极限的概念与性质

极限的概念与性质问题有以下两个思路:
 

(1)
 

正面做:
 

利用极限的定义(ε语言)、性质或运算法则

证明结论正确;
 

(2)
 

反面做:
 

通过举反例说明结论错误.
【例1】

 

若lim
x→x0

f(x)=A 且A≥0,则存在δ>0,使得当

0<|x-x0|<δ时,满足(  )
                  (A)

 

|f(x)|>A+1. (B)
 

|f(x)|<A+1.
(C)

 

f(x)>|A-1|. (D)
 

f(x)<|A-1|.
【解】

  

法一(反面做):
 

取f(x)=1,则A=1,可排除(A)
(D).再取f(x)=0,则A=0,可排除(C),故选(B).

法二(正面做):
  

取ε=1,则存在δ>0,使得当0<
|x-x0|<δ时,有|f(x)-A|<1.于是|f(x)|=|[f(x)-
A]+A|≤|f(x)-A|+|A|<1+A,选(B).

【例2】
 

(03-1,2)
 

设{an},{bn},{cn}均为非负数列,且
lim
n→∞

an=0,limn→∞
bn=1,limn→∞

cn=∞,则必有(  )

(A)
 

an<bn 对任意n成立.
(B)

 

bn<cn 对任意n成立.

(C)
 

极限lim
n→∞

ancn 不存在.

(D)
 

极限lim
n→∞

bncn 不存在.

【解】
  

法一(反面做):
 

取an=
1
n
,bn=1,cn=n,则当n=

1时,an=bn=cn,且limn→∞
ancn=1,可排除(A)(B)(C),故选

(D).
法二(正面做):

  

假设lim
n→∞

bncn 存在且等于A,则lim
n→∞

cn=

lim
n→∞

bncn

bn
=
lim
n→∞

bncn

lim
n→∞

bn
=A,与lim

n→∞
cn=∞矛盾,故lim

n→∞
bncn 不存

在,选(D).
【注】

 

其实,若lim
n→∞

xn=a,limn→∞
yn=b,且a>b(或a<b),

则当n→∞时,有xn>yn(或xn<yn);
 

若lim
x→·f(x)=A,

lim
x→·g(x)=B,且A>B(或A<B),则当x→·时,有f(x)>

g(x)(或f(x)<g(x)).因此,本例中an<bn 当n充分大时

才成立.
此外,若lim

n→∞
xn=a,limn→∞

yn=b,且xn>yn(或xn<yn),

则a≥b(或a≤b);
 

若lim
x→·f(x)=A,lim

x→·g(x)=B,且

f(x)>g(x)(或f(x)<g(x)),则A≥B(或A≤B).
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1987 2016  
答案P238

考点 极限的概念与性质

1.
 

(14-3)
 

设lim
n→∞

an=a,且a≠0,则当n充分大时有(  )

(A)
 

|an|>
|a|
2 .   (B)

 

|an|<
|a|
2 .

(C)
 

an>a-
1
n. (D)

 

an<a+
1
n.

2.
 

(00-3)
 

设对任意的x,总有φ(x)≤f(x)≤g(x),且
lim
x→∞
[g(x)-φ(x)]=0,则limx→∞

f(x)(  )

                  (A)
 

存在且等于零.  (B)
 

存在但不一定为零.
(C)

 

一定不存在.  (D)
 

不一定存在.
3.

 

(99-2)
 

“对任意给定的ε∈(0,1),总存在正整数N,当n≥
N 时,恒有|xn-a|≤2ε”是数列{xn}收敛于a的(  )
(A)

 

充分条件但非必要条件.
(B)

 

必要条件但非充分条件.
(C)

 

充分必要条件.
(D)

 

既非充分条件又非必要条件.
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小 结
极限的概念与性质的考题往往因为形式较抽象,所以会使一些考生在心理上产生恐惧.同时,若要利

用极限的定义或性质来证明结论正确,则在考场上也确实不太容易有思路.实际上,除了像1999年数学二

那样直接考查ε语言的考题,其他考题基本上都能够通过举反例来迅速地找到错误的结论,而常值函数或

数列是极限存在的常用反例,n、(-1)n、2(-1)
n

是极限不存在的常用反例.
 

§1.2 极限的计算

2017 2026  
答案P238

考点一 函数极限的计算

1.
 

(26-1,2)lim
x→0

1
x-
ln(1+x)
xsinx  = .

2.
 

(26-3)lim
x→0

1
x

1+x2

sinx - 1
tanx  = .

3.
  

(25-1)
 

lim
x→0+

xx-1
lnx·ln(1-x)= .

4.
 

(23-3)
 

lim
x→∞

x2 2-xsin1x-cos
1
x  = .

5.
 

(22-2,3)
 

lim
x→0

1+ex

2  cotx= .

6.
 

(20-1)
 

lim
x→0

1
ex-1

- 1
ln(1+x)  = .

7.
 

(19-2)
 

lim
x→0
(x+2x)

2
x= .

8.
 

(18-2)
 

lim
x→+∞

x2[arctan(x+1)-arctanx]= .

考点二 数列极限的计算

1.
 

(22-3)
 

已知an=
nn-

(-1)n

n
(n=1,2,…),则数列{an}

(  )
                  (A)

 

有最大值和最小值. (B)
 

有最大值,没有最小值.
(C)

 

没有最大值,有最小值.(D)
 

没有最大值和最小值.

2.
 

(25-2)
 

lim
n→∞

1
n2 ln1n+2ln2n+…+(n-1)lnn-1n  =

.

3.
 

(19-3)
 

lim
n→∞

1
1·2+

1
2·3+

…+ 1
n(n+1)  

n
= .

4.
 

(19-1,3)
 

设an =∫
1

0
xn 1-x2dx(n=0,1,2,…).

(1)
 

证明:
 

数列{an}单调减少,且an=
n-1
n+2an-2(n=2,

3,…);
 

(2)
 

求lim
n→∞

an

an-1
.
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5.
 

(18-1,2,3)
 

设数列{xn}满足:
 

x1>0,xne
xn+1=exn-1(n=

1,2,…).证明{xn}收敛,并求lim
n→∞

xn.
6.

 

(17-1,2,3)
 

求lim
n→∞∑

n

k=1

k
n2
ln1+k

n  .
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考  点 大
 

纲
 

要
 

求 命
 

题
 

特
 

点

一、
 

函数极限的计算

1.
 

理解无穷小量、无穷大量的概念,会
用等价无穷小量求极限.
2.

 

掌握用洛必达法则和泰勒公式求未

定式极限的方法.

二、
 

数列极限的计算
掌握极限存在的两个准则,并会利用它

们求极限.

1.
 

考试频率:
 

★★★★★
2.

 

常考题型:
  

填空题、解答题

3.
 

命题趋势:
  

极限的计算是考研数学的必考内容,也会在

其他考题中有所涉及.在过去的考研中,以考查函数极限

的计算为主.而近年来,对于数列极限计算的考查明显增

加,尤其以解答题的形式进行考查.

考点一 函数极限的计算

1.
 

无穷小与无穷大
(1)

 

若lim
x→·

f(x)=① ,则称f(x)为当x→·时

的无穷小.
若任取M>0,当x→·时都有② ,则称f(x)为

当x→·时的无穷大,记作lim
x→·

f(x)=∞;
 

若任取M>0,当

x→·时都有③ ,则记作lim
x→·

f(x)=+∞;
 

若任取

M>0,当x→·时都有f(x)<-M,则记作lim
x→·

f(x)=-∞.

若lim
x→·

f(x)=∞,则lim
x→·

1
f(x)=0

;
 

若lim
x→·

f(x)=0,且

f(x)≠0,则lim
x→·

1
f(x)=④ .

(2)
 

关于无穷小的结论:
 

1)
 

lim
x→·

f(x)=A 的充分必要条件是f(x)=A+α(x),

其中α(x)为当x→·时的无穷小;
 

2)
 

有限个无穷小的和与乘积都是无穷小;
 

3)
 

有界函数与无穷小的乘积是无穷小.
(3)

 

常用于替换的等价无穷小:
 

当α(x)→0时,
1)

 

sinα(x)~α(x);
 

   2)
 

tanα(x)~α(x);
 

3)
 

arcsinα(x)~α(x);
 

4)
 

arctanα(x)~α(x);
 

5)
 

eα(x)-1~α(x);
 

6)
 

ln[1+α(x)]~⑤ ;
 

7)
 

1-cosα(x)~⑥ ;
 

8)
 

[1+α(x)]μ-1~⑦ .
【注】

 

(i)
 

只有独立的或乘除形式的等价无穷小才可以替

换,加减形式的等价无穷小一般不能替换.
(ii)

 

等价无穷小具有传递性:
 

若α~β,β~γ,则α~γ.

2.
 

洛必达法则

对于lim
x→·

f(x)
g(x)

,若

(1)
 

lim
x→·

f(x)=lim
x→·

g(x)=0 0
0

型  或lim
x→·

f(x)=

lim
x→·

g(x)=∞ ∞
∞

型  ; 

(2)
 

f(x),g(x)在x→·时可导,且g'(x)≠0;
 

(3)
 

⑧ 存在(或为无穷大),

则lim
x→·

f(x)
g(x)=limx→·

f'(x)
g'(x).

3.
 

常用于求极限的泰勒展开式
当x→0时,
(1)

 

sinx=x+⑨ x3+o(x3);
 

(2)
 

tanx=x+13x
3+o(x3);

 

(3)
 

arcsinx=x+16x
3+o(x3);

 

(4)
 

arctanx=x+⑩ x3+o(x3);
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(5)
 

ex=1+x+12x
2+16x

3+o(x3);
 

(6)
 

ln(1+x)=x+􀃊􀁉􀁓 x2+13x
3+o(x3);

 

(7)
 

cosx=1-12!x
2+14!x

4+o(x4);
 

(8)
 

(1+x)μ=1+μx+μ
(μ-1)
2 x2+o(x2).

考点二 数列极限的计算

1.
 

极限存在的两个准则
(1)

 

夹逼准则:
 

若

1)
 

当n→∞时,yn≤xn≤zn;
 

2)
 

lim
n→∞

yn=limn→∞
zn=a,

则lim
n→∞

xn=􀃊􀁉􀁔 .
类似地,若
1)

 

当x→·时,g(x)≤f(x)≤h(x);
 

2)
 

lim
x→·

g(x)=lim
x→·

h(x)=A,

则lim
x→·

f(x)=A.
【注】

 

准则中的任一“≤”都能改写为“<”.
(2)

 

单调有界准则:
 

单调有界数列必有极限.
【注】

 

此处“单调有界”体现为单调递增且有上界或者单调

递减且有下界.
2.

 

用于求数列极限的定积分定义式

lim
n→∞

1
n∑

n

k=1
f k

n  =􀃊􀁉􀁕 .

知识梳理·答案

①
 

0 ②
 

|f(x)|>M ③
 

f(x)>M ④
 

∞ ⑤
 

α(x) 

⑥
 1
2α

2(x) ⑦
 

μα(x) ⑧
 

lim
x→·

f'(x)
g'(x) ⑨

 

-16 ⑩
 

-13

􀃊􀁉􀁓
 

-12 􀃊􀁉􀁔
  

a 􀃊􀁉􀁕
 

∫
1

0
f(x)dx

 

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 

答案P240

考点一 函数极限的计算

函数极限的计算主要考查∞
∞

型、0
0

型、0·∞型、∞-∞型、

1∞型、00型和∞0型这7种未定式的极限.其中,剩余5种未

定式的极限都能转化为∞
∞

型或0
0

型来计算:
 

1.
 ∞
∞
型和0

0
型

(1)
 

对于∞
∞

型极限,可以考虑分子分母同时除以趋于无

穷大“速度最快”的项,或利用洛必达法则.

(2)
 

对于0
0

型极限,一般先通过无穷小的等价替换、有理

化、换元等方法来化简,再利用洛必达法则或泰勒公式.

【例1】
 

(1)
 

lim
x→+∞

x+ex

1+ex
= .

(2)
 

lim
x→0

1+x- 1+tanx
xtan2x

= .

【解】
  

(1)
 

法一:
 

原式=lim
x→+∞

x
ex
+1

1
ex
+1
=0+10+1=1.

法二:
 

原式

∞
∞
洛􀪅􀪅limx→+∞

1+ex

ex

∞
∞
洛􀪅􀪅limx→+∞

ex

ex
=1.

(2)
 

法一:
  

原式=lim
x→0

1+x- 1+tanx
xtan2x

=lim
x→0

1+x- 1+tanx
x3

=lim
x→0

(1+x- 1+tanx)(1+x+ 1+tanx)
x3(1+x+ 1+tanx)

=lim
x→0

x-tanx
x3

·lim
x→0

1
1+x+ 1+tanx

=12limx→0

x-tanx
x3

0
0
洛􀪅􀪅
1
2limx→0

1-sec2x
3x2

0
0
洛􀪅􀪅
1
2limx→0

-2sec2xtanx
6x

=12limx→0

-2sec2x
6 =-16.

法二:
  

用泰勒公式把tanx展开,

tanx=x+13x
3+o(x3),

故

x-tanx=-13x
3+o(x3)~-13x

3(x→0).

  于是原式=12limx→0

x-tanx
x3

=12limx→0

-13x
3

x3
=-16.

【注】
 

当 x→+∞和 x→-∞时,ex 的 极 限 不 同:
 

lim
x→+∞

ex=+∞,

lim
x→-∞

ex=0. 
 

类似地,
lim

x→+∞
arctanx=π2

,

lim
x→-∞

arctanx=-π2.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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变式1.1(97-2)
 

求极限lim
x→-∞

4x2+x-1+x+1
x2+sinx

.

变式1.2(92-4)
 

求极限lim
x→1

lncos(x-1)

1-sinπ2x
.

2.
 

0·∞型和∞-∞型
(1)

 

求0·∞型极限的思路如下:
 

当x→·时,若f(x)→
0,g(x)→∞,则

lim
x→·
[f(x)·g(x)]=

lim
x→·

f(x)
1

g(x)

0
0

型  ,

lim
x→·

g(x)
1

f(x)

∞
∞

型  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  (2)
 

∞-∞型极限可通过通分[如例2(2)]、有理化(如变

式2.1)、倒代换(即令t=1x
,如变式2.2)等方法转化为∞

∞
型

或0
0

型极限.

【例2】
 

求下列极限:
 

(1)
 

(04-2)
 

lim
x→0

1
x3

2+cosx
3  x

-1  ;
 

(2)
 

(04-3)
 

lim
x→0

1
sin2x

-cos
2x

x2  .

【解】
  

(1)
 

当x→0时,
2+cosx
3  x

-1=e
xln2+cosx3 -1~xln2+cosx

3 .

  原式=lim
x→0

ln2+cosx3
x2

=lim
x→0

ln1+cosx-13  
x2

=lim
x→0

cosx-1
3x2

=lim
x→0

-12x
2

3x2
=-16.

(2)
 

原式=lim
x→0

x2-sin2xcos2x
x2sin2x

=lim
x→0

x2-14sin
22x

x4

0
0
洛􀪅􀪅limx→0

2x-12sin4x

4x3

0
0
洛􀪅􀪅limx→0

2-2cos4x
12x2

=lim
x→0

1-cos4x
6x2

=lim
x→0

8x2

6x2
=43.

【注】
 

在求极限时,若局部出现幂指函数,则可局部取

对数.

变式2.1
  

lim
x→+∞

(x2+x- x2-x)= .

变式2.2(94-5)
  

求极限lim
x→∞

x-x2ln1+1x    .

3.
 

1∞型、00型和∞0型
当x→·时,若f(x)→1且g(x)→∞、f(x)→0+且

g(x)→0或者f(x)→+∞且g(x)→0,则

lim
x→·

f(x)g(x)=e
lim
x→·
lnf(x)g

(x)

=e
lim
x→·

g(x)lnf(x)
(0·∞型).

 【例3】
 

(11-2)
  

lim
x→0

1+2x

2  
1
x
= .

【解】
  

原式
1∞
􀪅􀪅e

lim
x→0

1
xln

1+2x
2  

0·∞
􀪅􀪅􀪅􀪅e

lim
x→0

1
xln 1+

2x-1
2  

=e
lim
x→0

2x-1
2x

0
0
洛􀪅􀪅e

lim
x→0

2xln2
2
=2.

【注】
 

对于1∞型极限,在取对数后可进行无穷小的等价替

换,即

lim
x→·

f(x)g(x)=e
lim
x→·

g(x)lnf(x)

=e
lim
x→·

g(x)[f(x)-1]

(当x→·时,f(x)→1,g(x)→∞).但是对于00 型(如变式

3.2)和∞0型(如变式3.1)极限,切莫如此替换.

变式3.1(89-5)
  

求极限lim
x→+∞

(x+ex)
1
x .

变式3.2(10-3)
 

求极限lim
x→+∞

(x
1
x-1)

1
lnx.

考点二 数列极限的计算

1.
 

转化为函数的极限
由lim

x→+∞
f(x)=A 得lim

n→∞
f(n)=A.

【例1】
 

(94-2)
 

计算lim
n→∞
tann π

4+
2
n  .
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【解】
  

lim
x→+∞

tanx π
4+

2
x  =elim

x→+∞
xlntan π

4+
2
x  

=e
lim

x→+∞
x tan π

4+
2
x  -1  

令t=1x
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅e

lim
t→0+

tan π
4+2t  -1

t

0
0
洛􀪅􀪅e

lim
t→0+

2sec2 π
4+2t  

=e4.

故原式=e4.

变式1
  

lim
n→∞

n2 sin1n+ln1-
1
n    = .

2.
 

利用夹逼准则
在考研中,常根据第(1)问所得的不等式,利用夹逼准则

来求第(2)问的极限(如例2).也可利用夹逼准则来求数列n
项和的极限(如变式2).

【例2】
 

(10-1,2,3)
 

(1)
 

比较∫
1

0
|lnt|[ln(1+t)]ndt与

∫
1

0
tn|lnt|dt(n=1,2,…)的大小,说明理由;

 

(2)
 

记un =∫
1

0
|lnt|[ln(1+t)]ndt(n=1,2,…),求极

限lim
n→∞

un.
【解】

  

(1)
 

当0≤t≤1时,由于0≤ln(1+t)≤t,故
|lnt|[ln(1+t)]n≤tn|lnt|,从而

∫
1

0
|lnt|[ln(1+t)]ndt≤∫

1

0
tn|lnt|dt.

  (2)
 

由(1)可知0≤un ≤∫
1

0
tn|lnt|dt.

因为∫
1

0
tn|lnt|dt=-∫

1

0
tnlntdt=- tn+1

n+1lnt  
1

0
+

∫
1

0

tn

n+1dt= 1
(n+1)2

,所以lim
n→∞∫

1

0
tn|lnt|dt=0.

故由夹逼准则可知lim
n→∞

un=0.

【注】
 

ln(1+x)≤x和ex≥x+1是考研常用的不等式.

变式2(95-2)
 

lim
n→∞

1
n2+n+1

+ 2
n2+n+2

+…+ n
n2+n+n  =

.
3.

 

利用定积分定义

对于数列n项和的极限,若将1
n

提出连加符号后,“k
n
”

以整体出现,无孤立的n和k,则可利用定积分定义式

lim
n→∞

1
n∑

n

k=1
f k

n  =∫
1

0
f(x)dx

来求.有时,也可将定积分定义与夹逼准则相结合使用(如变

式3).

【例3】
 

lim
n→∞

1
n+1+

1
n+2+

…+ 1
n+n  = .

【解】
  

原式=lim
n→∞

1
n

 
1

1+1n

+

 
1

1+2n

+…+

 
1

1+n
n  

=lim
n→∞

1
n∑

n

k=1

1

1+k
n

=∫
1

0

dx
1+x =ln2.

变式3(98-1)
 

求极限

lim
n→∞

sinπn
n+1+

sin2πn

n+12

+…+ sinπ

n+1n  .

4.
 

利用单调有界准则
若已知{xn}的递推关系式,则常利用单调有界准则来证

明lim
n→∞

xn 存在,然后在递推关系式两边同时取极限,并根据

lim
n→∞

xn=limn→∞
xn+1,便可求出lim

n→∞
xn.

在证明数列极限存在时,可利用基本不等式(如例4)、数
学归纳法(如变式4.1)、拉格朗日中值定理(如2018年的考

题),以及第(1)问的结论(如变式4.2),等等.
【例4】

 

(02-2)
 

设0<x1<3,xn+1= xn(3-xn)(n=1,
2,…).证明数列{xn}的极限存在,并求此极限.

【证】
  

因为

xn+1= xn(3-xn)≤
1
2
(xn+3-xn)=

3
2
,

故{xn}有上界.

又由xn≤
3
2

可知

xn+1

xn
=

xn(3-xn)

x2n
= 3

xn
-1≥1,

故{xn}单调递增,从而{xn}极限存在.
设lim

n→∞
xn=limn→∞

xn+1=a,对xn+1= xn(3-xn)两边同

时取极限,有a= a(3-a),解得a=32
或a=0(由于xn>

0,故舍去).所以lim
n→∞

xn=
3
2.

变式4.1(96-1)
 

设x1=10,xn+1= 6+xn (n=1,
2,…),试证数列{xn}极限存在,并求此极限.

变式4.2(11-1,2)
 

(1)
 

证明:
 

对任意的正整数n,都有

1
n+1<ln1+

1
n  <1n成立;
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(2)
 

设an=1+
1
2+

…+1n-lnn
(n=1,2,…),证明数

列{an}收敛.  

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1987 2016  
答案P241

考点一 函数极限的计算

1.
 

(13-2)
 

lim
x→0

2-ln
(1+x)
x  

1
x
= .

2.
 

(09-3)
 

lim
x→0

e-ecosx
3
1+x2-1

= .

3.
 

(07-2)
  

lim
x→0

arctanx-sinx
x3

= .

4.
 

(07-3)
 

lim
x→+∞

x3+x2+1
2x+x3

(sinx+cosx)= .

5.
 

(99-1)
 

lim
x→0

1
x2
- 1
xtanx  = .

6.
 

(98-1,2)
 

lim
x→0

1+x+ 1-x-2
x2

= .

7.
 

(97-1)
 

lim
x→0

3sinx+x2cos1x
(1+cosx)ln(1+x)= .

8.
 

(89-3)
 

lim
x→0

xcot2x= .

9.
 

(88-3)
 

lim
x→0+

1
x  tanx= .

10.
 

(88-4)
 

lim
x→1

xx-1
xlnx= .

11.
 

(16-2,3)
 

求极限lim
x→0
(cos2x+2xsinx)

1
x4.

12.
 

(12-3)
 

求极限lim
x→0

ex
2
-e2-2cosx

x4
.

13.
 

(09-2)
 

求极限lim
x→0

(1-cosx)[x-ln(1+tanx)]
sin4x

.

14.
 

(08-1,2)
 

求极限lim
x→0

[sinx-sin(sinx)]sinx
x4

.

15.
 

(99-2)
 

求lim
x→0

1+tanx- 1+sinx
xln(1+x)-x2

.

16.
 

(91-4)
 

求极限lim
x→0

ex+e2x+…+enx

n  
1
x,其中n是给定

的自然数.
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考点二 数列极限的计算

1.
 

(12-2)
 

设an>0(n=1,2,…),Sn=a1+a2+…+an,则数

列{Sn}有界是数列{an}收敛的(  )
                  (A)

 

充分必要条件.
(B)

 

充分非必要条件.
(C)

 

必要非充分条件.
(D)

 

既非充分也非必要条件.

2.
 

(04-2)
 

lim
n→∞
ln

n

1+1n  21+2n  2…1+n
n  2等于(  )

(A)
 

∫
2

1
ln2xdx. (B)

 

2∫
2

1
lnxdx.

(C)
 

2∫
2

1
ln(1+x)dx. (D)

 

∫
2

1
ln2(1+x)dx.

3.
 

(12-2)
 

lim
n→∞

n
1

1+n2
+ 1
22+n2

+…+ 1
n2+n2  = .

4.
 

(02-2)
 

lim
n→∞

1
n 1+cosπn+ 1+cos2πn+

…+ 1+cosnπn 
= .

5.
 

(93-5)
 

lim
n→∞

[ 1+2+…+n- 1+2+…+(n-1)]=

.

6.
 

(13-2)
 

设函数f(x)=lnx+
1
x.

(1)
 

求f(x)的最小值;
 

(2)
 

设数列{xn}满足lnxn+
1

xn+1
<1.证明lim

n→∞
xn 存在,

并求此极限.

7.
 

(06-1,2)
 

设数列{xn}满足0<x1<π,xn+1=sinxn(n=1,
2,…).
(1)

 

证明lim
n→∞

xn 存在,并求该极限;
 

(2)
 

计算lim
n→∞

xn+1

xn  
1
x2n .

8.
 

(99-2)
 

设f(x)是区间[0,+∞)上单调减少且非负的连续

函数,an =∑
n

k=1
f(k)-∫

n

1
f(x)dx(n=1,2,…),证明数列

{an}的极限存在.
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小 结
在考研中,函数极限的计算一直以来都重点考查不能等价替换的“无穷小±无穷小”,比如2026

年数学一、二的填空题所转化的极限lim
x→0

sinx-ln(1+x)
x2

、2023年数学三的填空题所转化的极限

lim
t→0

2t-sint-tcost
t3

、2016年数学二、三的解答题所转化的极限lim
x→0

cos2x+2xsinx-1
x4

、2012年数学三

的解答题所转化的极限lim
x→0

x2+2cosx-2
x4

、2009年数学二的解答题所转化的极限lim
x→0

x-ln(1+tanx)
2x2

、

2008年数学一、二的解答题所转化的极限lim
x→0

sinx-sin(sinx)
x3

的分子部分,以及1999年数学二的解答题所转化

的极限lim
x→0

tanx-sinx
xln(1+x)-x2

的分子和分母部分等等.利用泰勒公式来处理它们往往会比洛必达法则更方便.
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高等数学(微积分)· 第一部分

此外,0
0

型和1∞型极限所考查的频率较高.

数列极限的计算近年来经常以难度较高的综合性解答题的形式进行考查,比如2019年数学一、三关于

夹逼准则的解答题平均分仅分别为2.46分和2.08分,2018年数学一、二、三关于单调有界准则的解答题

平均分仅分别为2.04分、1.66分和1.27分.这些考题对考生灵活应用所学知识分析、解决问题的能力有

较高的要求,不少考生都交了白卷.
 

§1.3 极限的应用

2017 2026  
答案P243

考点一 无穷小的比较

1.
 

(25-2)
 

设函数f(x),g(x)在x=0的某去心邻域内有定

义且恒不为零.
 

若当x→0时,f(x)是g(x)的高阶无穷

小,则当x→0时(  )
                  (A)

 

f(x)+g(x)=o g(x)  .
    

(B)
 

f(x)g(x)=o f2(x)  .
 

(C)
 

f(x)=o eg(x)-1  .
 

(D)
 

f(x)=o g2(x)  .
2.

 

(25-3)
 

当x→0+时,下列无穷小量中,与x等价的是(  )
(A)

 

e-sinx-1. 
 

  (B)x+1-cosx.

(C)
 

1-cos 2x.  
 

(D)1-ln
(1+x)
x .

3.
 

(23-2)
 

已知{xn},{yn}满足x1=y1=
1
2
,xn+1=sinxn,

yn+1=y2n(n=1,2,…),则当n→∞时(  )
(A)

 

xn 是yn 的高阶无穷小.
(B)

 

yn 是xn 的高阶无穷小.
(C)

 

xn 与yn 是等价无穷小.
(D)

 

xn 与yn 是同阶但不等价的无穷小.
4.

 

(22-2,3)
 

当x→0时,α(x),β(x)是非零无穷小量,给出以

下四个命题:
 

                  ①
 

若α(x)~β(x),则α2(x)~β2(x);
 

②
 

若α2(x)~β2(x),则α(x)~β(x);
 

③
 

若α(x)~β(x),则α(x)-β(x)=o[α(x)];
 

④
 

若α(x)-β(x)=o[α(x)],则α(x)~β(x).
其中所有真命题的序号是(  )
(A)

 

①③. (B)
 

①④.
(C)

 

①③④. (D)
 

②③④.

考点二 平面曲线的渐近线

1.
 

(26-3)
 

曲线y=xe
1
x(  )

(A)
 

无水平渐近线,无铅直渐近线.
(B)

 

有水平渐近线,有铅直渐近线.
(C)

 

无水平渐近线,有铅直渐近线.
(D)

 

有水平渐近线,无铅直渐近线.

2.
 

(23-1,2)
 

曲线y=xlne+ 1
x-1  的斜渐近线方程为(  )

(A)
 

y=x+e. (B)
 

y=x+
1
e.

(C)
 

y=x. (D)
 

y=x-
1
e.

3.
 

(25-2)
 

曲线y=
3
x3-3x2+1的渐近线方程为 .

4.
 

(25-3)
 

设g(x)是函数f(x)=
1
2ln

3+x
3-x

的反函数,则曲

线y=g(x)的渐近线方程为 .

5.
 

(17-2)
 

曲 线 y=x 1+arcsin2x  的 斜 渐 近 线 方 程

为 .

6.
 

(20-2)
 

求曲线y=
x1+x

(1+x)x
(x>0)的斜渐近线方程.

考点三 函数的连续性与间断点

1.
 

(24-2)
 

函数f(x)=|x|
1

(1-x)(x-2)的第一类间断点的个数

是(  )
                  

 

(A)
  

3.
 

(B)
  

2.
 

 (C)
  

1. (D)
  

0.

2.
 

(24-3)
 

设函数f(x)=lim
n→∞

1+x
1+nx2n

,则f(x)(  )

(A)
  

在x=1,x=-1处都连续.
(B)

  

在x=1处连续,x=-1处不连续.
(C)

  

在x=1,x=-1处都不连续.
 

(D)
  

在x=1处不连续,x=-1处连续.
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2027考研数学这十年

3.
 

(20-2,3)
 

函数f(x)=
e
1

x-1ln|1+x|
(ex-1)(x-2)

的第二类间断点的
个数为(  )
(A)

 

1. (B)
 

2. (C)
 

3. (D)
 

4.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

考  点 大
 

纲
 

要
 

求 命
 

题
 

特
 

点

一、
 

无穷小的比较 掌握无穷小量的比较方法.

二、
 

平面曲线的渐近线
会求函数图形的水平、铅直和斜渐

近线.

三、
 

函数的连续性与间断点
理解函数连续性的概念(含左连续与右

连续),会判断函数间断点的类型.

1.
 

考试频率:
  

★★★★☆
2.

 

常考题型:
  

选择题

3.
 

命题趋势:
 

极限的应用在考研中经常考查.这
部分考题一般难度不高,只要掌握了基本的概念

和方法,就能够做对.

考点一 无穷小的比较

设lim
x→·

α(x)=lim
→·

β(x)=0,且α(x)≠0.

(1)
 

若lim
x→·

β(x)
α(x)=①

,则称当x→·时β(x)是

比α(x)高阶的无穷小,记作β(x)=o[α(x)];
 

(2)
 

若lim
x→·

β(x)
α(x)=∞

,则称当x→·时β(x)是比α(x)低

阶的无穷小;
 

(3)
 

若lim
x→·

β(x)
α(x)=c≠0

,则称当x→·时β(x)与α(x)是

同阶无穷小;
 

(4)
 

若lim
x→·

β(x)
αk(x)

=c≠0(k>0),则称当x→·时β(x)

是关于α(x)的k阶无穷小;
 

(5)
 

若lim
x→·

β(x)
α(x)=②

,则称当x→·时β(x)与

α(x)是等价无穷小,记作α(x)~β(x).
【注】

 

α(x)~β(x)⇔β(x)=α(x)+o[α(x)].

考点二 平面曲线的渐近线

(1)
 

若 lim
x→x+0
(x→x-0 )

f(x)= ∞ (或 + ∞,- ∞),则 直 线

③ 是曲线y=f(x)的铅直渐近线.
(2)

 

若 lim
x→+∞
(x→-∞)

f(x)=A,则直线y=A 是曲线y=f(x)

的水平渐近线.

(3)
 

若 lim
x→+∞
(x→-∞)

f(x)
x =a≠0,④ =b,

则直线y=ax+b是曲线y=f(x)的斜渐近线.

考点三 函数的连续性与间断点

1.
 

函数的连续性
若⑤ ,则称f(x)在x=x0处连续;

 

若

lim
x→x-0

f(x)=f(x0),则称f(x)在x=x0处左连续;
 

若lim
x→x+0

f(x)=

f(x0),则称f(x)在x=x0处右连续.
【注】

 

(i)
 

若f(x)在(a,b)内的每点处都连续,则称f(x)
在(a,b)内连续;

 

若f(x)在(a,b)内连续,且在x=a处右连

续,在x=b处左连续,则称f(x)在[a,b]上连续.
(ii)

 

由常数和基本初等函数(幂函数、指数函数、对数函
数、三角函数、反三角函数)经有限次四则运算或复合构成的
用一个式子表示的函数称为初等函数.一切初等函数在其定
义区间内都是连续的.

2.
 

函数的间断点
(1)

 

设f(x)在x→x0时有定义,若f(x)有以下三种情

况之一:
 

1)
 

f(x)在x=x0处无定义;
 

2)
 

虽f(x)在x=x0处有定义,但lim
x→x0

f(x)不存在;
 

3)
 

虽f(x)在x=x0 处有定义,且lim
x→x0

f(x)存在,但

lim
x→x0

f(x)≠f(x0),

则称x=x0为f(x)的间断点.
(2)

 

间断点的类型:
 

间断点的类型 小类特性 大类共性

第一类
间断点

可去间断点 f(x+0)=f(x-0)
跳跃间断点 ⑥

f(x+0 ),f(x-0 )
都存在

第二类
间断点

无穷间断点 f(x+0),f(x-0)至少有

一个为∞或+∞,-∞

振荡间断点 f(x)的图形在x→x0
时产生振荡现象

f(x+0 ),f(x-0 )
至少有一个不
存在

3.
 

常见的左右极限不相等的函数

(1)
 

指数函数与反正切函数.如lim
x→0+

e
1
x=+∞,lim

x→0-
e
1
x=

0;
 

lim
x→0+

arctan1x=⑦
,lim
x→0-

arctan1x=⑧ .
(2)

 

分 段 函 数,包 括 绝 对 值 函 数 和 取 整 函 数.如

lim
x→0+

sinx
|x|=1

,lim
x→0-

sinx
|x|=-1

;
 

lim
x→0+

[x]=⑨ ,

lim
x→0-

[x]=⑩ ([x]表示不大于x的最大整数).

知识梳理·答案
①

 

0 ②
 

1 ③
 

x=x0 ④
 

lim
x→+∞
(x→-∞)

[f(x)-ax]

⑤
 

lim
x→x0

f(x)=f(x0) ⑥
 

f(x+0)≠f(x-0) ⑦
 π
2 

⑧
 

-π2 ⑨
 

0 ⑩
 

-1
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答案P245

考点一 无穷小的比较

无穷小的比较问题有以下两个方法:
 

(1)
 

等价替换法.主要用于比较方便等价替换的多个无

穷小;
 

(2)
 

极限法(定义法).主要用于比较不便等价替换的两个

无穷小.
【例】

 

(07-1,2)
 

当x→0+ 时,与 x 等价的无穷小量

是(  )

(A)
 

1-ex.     (B)
 

ln1+x
1- x

.

(C)
 

1+ x-1. (D)
 

1-cosx.

【解】
  

由于1-ex ~- x,(1+ x)
1
2 -1~12 x,

1-cosx~12x
,故排除(A)(C)(D),选(B).

而lim
x→0+

ln1+x
1-x
x

=lim
x→0+

ln1+x+x
1-x  
x

=lim
x→0+

x+x
1-x

x
=

lim
x→0+

x+1
1- x

=1.

变式(89-3)
 

设f(x)=2x+3x-2,则当x→0时(  )
(A)

 

f(x)是x的等价无穷小.
(B)

 

f(x)与x是同阶但非等价无穷小.
(C)

 

f(x)是比x更高阶的无穷小.
(D)

 

f(x)是比x较低阶的无穷小.

考点二 平面曲线的渐近线

求y=f(x)的渐近线可遵循如下步骤:
 

(1)
 

找到f(x)的无定义点x0,并考察 lim
x→x+0
(x→x-0 )

f(x)是否为

∞或+∞,-∞,从而判断y=f(x)是否有铅直渐近线.一条
曲线的铅直渐近线可以有无数条.

(2)
 

分别考察 lim
x→+∞
(x→-∞)

f(x)和 lim
x→+∞
(x→-∞)

f(x)
x

是否存在,从

而判断y=f(x)是否有水平渐近线和斜渐近线.应注意当

lim
x→+∞
(x→-∞)

f(x)
x =a≠0时,只有lim

x→+∞
x→-∞

[f(x)-ax]也存在,才能

断定y=f(x)有一条斜渐近线.一条曲线的水平渐近线和斜

渐近线总共至多两条,并且在x→+∞和x→-∞这两个方向

上每个方向总共至多一条.

【例】
 

(94-3)
 

曲线y=e
1
x2arctan x2+x+1

(x+1)(x-2)
的渐近线

有(  )
                  (A)

 

1条. (B)
 

2条. (C)
 

3条. (D)
 

4条.

【解】
  

由于lim
x→0
e
1
x2arctan x2+x+1

(x+1)(x-2)=-∞
,故有铅直

渐近线x=0.

由于lim
x→∞
e
1
x2arctan x2+x+1

(x+1)(x-2)=
π
4
,故有水平渐近线

y=
π
4.选(B).

变式(00-2)
 

曲线y=(2x-1)e
1
x 的斜渐近线方程

为 .

考点三 函数的连续性与间断点

判断f(x)的间断点类型可遵循如下步骤:
 

(1)
 

找出f(x)可能的间断点x0.初等函数的间断点只可

能是其无定义点;
 

分段函数的间断点既可能是其无定义点,又
可能是其分段点.

(2)
 

分别求lim
x→x-0

f(x)和lim
x→x+0

f(x),从而判断间断点的

类型.

【例】
 

(05-2)
 

设函数f(x)=
1

e
x

x-1-1
,则(  )

(A)
 

x=0,x=1都是f(x)的第一类间断点.
(B)

 

x=0,x=1都是f(x)的第二类间断点.
(C)

 

x=0是f(x)的第一类间断点,x=1是f(x)的第二

类间断点.
(D)

 

x=0是f(x)的第二类间断点,x=1是f(x)的第

一类间断点.
【解】

  

由lim
x→0

f(x)=∞可知x=0为f(x)的无穷间断点.

当x→1+时,x
x-1→+∞

,从而e
x

x-1→+∞,即lim
x→1+

f(x)=

0;
 

当x→1-时,x
x-1→-∞

,从而e
x

x-1→0+,即lim
x→1-

f(x)=

-1.故x=1为f(x)的跳跃间断点.选(D).

变式1(09-2,3)
 

函数f(x)=
x-x3

sinπx
的可去间断点的个数

为(  )
(A)

 

1. 
 

 
 

(B)
 

2. 
 

 
 

(C)
 

3. 
 

 
 

(D)
 

无穷多个.

变式2(98-3)
 

设函数f(x)=lim
n→∞

1+x
1+x2n

,讨论函数

f(x)的间断点,其结论为(  )
(A)

 

不存在间断点. (B)
 

存在间断点x=1.
(C)

 

存在间断点x=0. (D)
 

存在间断点x=-1.
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1987 2016  
答案P245

考点一 无穷小的比较

1.
 

(13-3)
 

当x→0时,用o(x)表示比x的高阶无穷小,则下

列式子中错误的是(  )
                  (A)

 

x·o(x2)=o(x3). (B)
 

o(x)·o(x2)=o(x3).
(C)

 

o(x2)+o(x2)=o(x2).(D)
 

o(x)+o(x2)=o(x2).
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2.
 

(01-2)
 

设当x→0时,(1-cosx)ln(1+x2)是比xsinxn 高

阶的无穷小,xsinxn 是比(ex
2
-1)高阶的无穷小,则正整

数n等于(  )
(A)

 

1. (B)
 

2. (C)
 

3. (D)
 

4.

考点二 平面曲线的渐近线

1.
 

(14-1,2,3)
 

下列曲线中有渐近线的是(  )
(A)

 

y=x+sinx. (B)
 

y=x2+sinx.

(C)
 

y=x+sin
1
x. (D)

 

y=x2+sin
1
x.

2.
 

(12-1,2,3)
 

曲线y=
x2+x
x2-1

渐近线的条数为(  )

(A)
 

0. (B)
 

1. (C)
 

2. (D)
 

3.

3.
 

(07-1,3)
 

曲线y=
1
x+ln

(1+ex)渐近线的条数为(  )

(A)
 

0. (B)
 

1. (C)
 

2. (D)
 

3.

4.
 

(91-1)
 

曲线y=
1+e-x

2

1-e-x
2(  )

(A)
 

没有渐近线.
(B)

 

仅有水平渐近线.
(C)

 

仅有铅直渐近线.
(D)

 

既有水平渐近线又有铅直渐近线.

5.
 

(06-2)
 

曲线y=
x+4sinx
5x-2cosx

的水平渐近线方程为 .

6.
 

(05-2)
 

曲线y=
(1+x)

3
2

x
的斜渐近线方程为 .

7.
 

(98-2)
 

曲线y=xln e+1x  (x>0)的渐近线方程

为 .

8.
 

(00-3)
 

求函数f(x)=(x-1)e
π
2+arctanx 图形的渐近线.

 

考点三 函数的连续性与间断点

1.
 

(15-2)
 

函数f(x)=lim
t→0

1+sintx  
x2
t

在(-∞,+∞)

内(  )
(A)

 

连续. (B)
 

有可去间断点.
(C)

 

有跳跃间断点. (D)
 

有无穷间断点.

2.
 

(13-3)
 

设函数f(x)=
|x|x-1

x(x+1)ln|x|
的可去间断点个数为

(  )
(A)

 

0. (B)
 

1. (C)
 

2. (D)
 

3.

3.
 

(10-2)
 

函数f(x)=
x2-x
x2-1

1+1
x2

的无穷间断点的个数

为(  )
(A)

 

0. (B)
 

1. (C)
 

2. (D)
 

3.

4.
 

(07-2)
 

函数f(x)=
(e
1
x+e)tanx

x(e
1
x-e)

在区间[-π,π]上的第一

类间断点是x=(  )

(A)
 

0. (B)
 

1. (C)
 

-π2. (D)
 π
2.

5.
 

(04-3)
 

设f(x)在(-∞,+∞)内有定义,且lim
x→∞

f(x)=a,

g(x)=
f 1

x  ,x≠0,

0, x=0, 则(  )

(A)
 

x=0必是g(x)的第一类间断点.
(B)

 

x=0必是g(x)的第二类间断点.
(C)

 

x=0必是g(x)的连续点.
(D)

 

g(x)在点x=0处的连续性与a的取值有关.
6.

 

(95-2)
 

设f(x)和φ(x)在(-∞,+∞)上有定义,f(x)为
连续函数,且f(x)≠0,φ(x)有间断点,则(  )
(A)

 

φ[f(x)]必有间断点.
(B)

 

[φ(x)]2必有间断点.
(C)

 

f[φ(x)]必有间断点.

(D)
 φ(x)
f(x)

必有间断点.

7.
 

(04-2)
 

设f(x)=lim
n→∞

(n-1)x
nx2+1

,则f(x)的间断点为

x= .

8.
 

(03-3)
 

设f(x)=
1
πx+

1
sinπx-

1
π(1-x)

,x∈ 1
2
,1  .

试补充定义f(1)使得f(x)在 1
2
,1  上连续.

 

9.
 

(01-2)
 

求极限lim
t→x

sint
sinx  

x
sint-sinx,记此极限为f(x),求函数

f(x)的间断点并指出其类型.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

41



高等数学(微积分)· 第一部分

 

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

小 结
对于无穷小比较的考题,常用方法是等价替换法,偶尔用到极限法(定义法).
平面曲线的渐近线,以及函数的连续性与间断点问题,主要考查的是函数极限的计算:

 

在求斜渐近线时,形如 lim
x→+∞
(x→-∞)

[f(x)-ax]的极限的计算有时会比较灵活,比如2020年数学二的解答

题中所涉及的lim
x→+∞

x1+x
(1+x)x

-x
e

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 、2007年数学一、三的选择题中所涉及的lim

x→+∞

1
x+ln

(1+ex)-x􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 、

2005年数学二的填空题中所涉及的 lim
x→+∞

(1+x)
3
2

x
-x􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,以及2000年数学三的解答题中所涉及的

lim
x→+∞

[(x-1)e
π
2+arctanx-eπx]等等.

在考查函数的连续性与间断点时,经常用一个极限来定义函数f(x).这时,应先将f(x)的表达式求

出来,并且在求表达式的过程中,要把x 看作常量,而把t或n看作变量,比如2024年数学三、2015年数学

二和1998年数学三的选择题、2004年数学二的填空题,以及2001年数学二的解答题.
 

§1.4 已知极限问题

2017 2026  
答案P247

考点一 已知极限求另一极限

 
 

                  
 

 

(20-3)
 

设lim
x→a

f(x)-a
x-a =b,则lim

x→a

sinf(x)-sina
x-a =(  )

(A)
 

bsina. (B)
 

bcosa.
(C)

 

bsinf(a). (D)
 

bcosf(a)

考点二 已知极限求参数的值

1.(26-2)
 

已知当x→0时,ax2+bx+arcsinx 与
3
1+x2-1

是等价无穷小,则(  )

(A)a=13
,b=-1. (B)a=13

,b=1.

(C)a=23
,b=-1. (D)a=23

,b=1.

2.
 

(19-1,2,3)
 

当x→0时,若x-tanx 与xk 是同阶无穷小

量,则k=(  )
(A)

 

1. (B)
 

2. (C)
 

3. (D)
 

4.

3.
 

(18-2)
 

若lim
x→0
(ex+ax2+bx)

1
x2=1,则(  )

(A)
 

a=12
,b=-1. (B)

 

a=-12
,b=-1.

(C)
 

a=12
,b=1. (D)

 

a=-12
,b=1.

4.
 

(18-2)
 

设函数

f(x)=
-1,x<0,
 
1, x≥0, 

g(x)=
2-ax,x≤-1,
x, -1<x<0,
x-b, x≥0. 

若f(x)+g(x)在R上连续,则(  )
(A)

 

a=3,b=1. (B)
 

a=3,b=2.
(C)

 

a=-3,b=1. (D)
 

a=-3,b=2.

5.
 

(17-1,2,3)
 

若函数f(x)=
1-cosx

ax
,x>0,

b, x≤0 在x=0

处连续,则(  )

(A)
 

ab=12. (B)
 

ab=-12.

(C)
 

ab=0. (D)
 

ab=2.

6.
 

(24-1)
 

若lim
x→0

(1+ax2)sinx-1
x3

=6,则a= .

7.
 

(23-1,2)
 

当x→0时,函数f(x)=ax+bx2+ln(1+x)与

g(x)=ex
2
-cosx是等价无穷小,则ab=

8.
 

(18-1)
 

若lim
x→0

1-tanx
1+tanx  

1
sinkx
=e,则k=
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9.
 

(21-3)
 

已知lim
x→0
[aarctan1x+

(1+|x|)
1
x]存在,求a的值.

 

10.
 

(20-3)
 

已知a,b为常数,若 1+1n  n
-e与b

na 在n→∞

时是等价无穷小,求a,b.

 

11.
 

(18-3)
 

已知实数a,b满足

lim
x→+∞

[(ax+b)e
1
x -x]=2,

求a,b.
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考  点 命
 

题
 

特
  

点

一、
 

已知极限求另一极限

二、
 

已知极限求参数的值

1.
 

考试频率:
 

★★★★☆
2.

 

常考题型:
 

选择题、填空题、解答题

3.
 

命题趋势:
 

已知极限问题是近年来考研的重点,也是难点.其中,已知极限求另一极限

考得较少,而已知极限求参数的值却频繁地考查.

 

答案P248

考点一 已知极限求另一极限

若已知某极限,要求另一极限,则可通过极限的运算法

则、无穷小的等价替换、泰勒公式等方法将已知极限与所求极

限进行相互转化.

【例】
  

已 知 函 数 f(x)满 足lim
x→0

exf(x)-1
ln(1+x2)

=1,则

lim
x→0

f(2x)
sinx = .

【解】
  

由

lim
x→0

exf(x)-1
ln(1+x2)

=lim
x→0

xf(x)
x2

=lim
x→0

f(x)
x =1

知

lim
x→0

f(2x)
sinx =lim

x→0

f(2x)
x

令t=2x
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅2lim

t→0

f(t)
t =2.

考点二 已知极限求参数的值

已知极限求参数的值常用泰勒公式.有时也会以无穷小

的比较(如变式1)或函数的连续性与间断点(如变式2)的形

式来出题.

【例】
 

(94-3)
 

设lim
x→0

ln(1+x)-(ax+bx2)
x2

=2,则(  )

                  (A)
 

a=1,b=-52. (B)
 

a=0,b=-2.

(C)
 

a=0,b=-52. (D)
 

a=1,b=-2.

【解】
  

当 x→0时,用泰勒公式把ln(1+x)展 开,

ln(1+x)=x-12x2+o(x2),故ln(1+x)-(ax+bx2)=

(1-a)x- b+12  x2+o(x2),从而由
1-a=0,

-b+12  =2 得

a=1,

b=-52. 选(A).

变式1(09-1,2,3)
 

当x→0时,f(x)=x-sinax 与

g(x)=x2ln(1-bx)是等价无穷小,则(  )

(A)
 

a=1,b=-16. (B)
 

a=1,b=16.

(C)
 

a=-1,b=-16. (D)
 

a=-1,b=16.

变式2(03-2)
 

设函数

f(x)=

ln(1+ax3)
x-arcsinx

, x<0,

6, x=0,

eax+x2-ax-1

xsinx
4

,x>0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

问a为何值时,f(x)在x=0处连续;
 

a为何值时,x=0是

f(x)的可去间断点?

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

61



高等数学(微积分)· 第一部分

 

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1987 2016  
答案P248

考点一 已知极限求另一极限

1.
 

(00-2)
 

若lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

=0,则lim
x→0

6+f(x)
x2

为(  )

                  (A)
 

0. (B)
 

6. (C)
 

36. (D)
 

∞.

2.(16-3)
 

已知函数f(x)满足lim
x→0

1+f(x)sin2x-1
e3x-1

=2,

则lim
x→0

f(x)=

考点二 已知极限求参数的值

1.
 

(11-2,3)
 

已知当x→0时,函数f(x)=3sinx-sin3x 与

cxk 是等价无穷小量,则(  )
                  (A)

 

k=1,c=4. (B)
 

k=1,c=-4.
(C)

 

k=3,c=4. (D)
 

k=3,c=-4.

2.
 

(10-3)
 

若lim
x→0

1
x-

1
x-a  ex  =1,则a等于(  )

(A)
 

0. (B)
 

1. (C)
 

2. (D)
 

3.

3.
 

(94-1)
 

设lim
x→0

atanx+b(1-cosx)

cln(1-2x)+d(1-e-x
2)
=2,其中a2+

c2≠0,则必有(  )
(A)

 

b=4d. (B)
 

b=-4d.
(C)

 

a=4c. (D)
 

a=-4c.

4.
 

(08-3)
 

设函数f(x)=
x2+1,|x|≤c,
2
|x|
, |x|>c 在(-∞,+∞)

内连续,则c= .
5.

 

(05-2)
 

当x→0时,α(x)=kx2 与β(x)= 1+xarcsinx-
cosx是等价无穷小量,则k= .

6.
 

(04-3)
 

若lim
x→0

sinx
ex-a

(cosx-b)=5,则a= ,

b= .

7.
 

(97-2)
 

已知函数f(x)=
(cosx)x

-2,x≠0,
a, x=0 在x=0处

连续,则a= .

8.
 

(96-1)
 

设lim
x→∞

x+2a
x-a  x

=8,则a= .

9.
 

(13-2,3)
 

当x→0时,1-cosx·cos2x·cos3x与axn 为等

价无穷小,求n与a的值.

 

10.
 

(02-1)
 

设函数f(x)在x=0的某邻域内具有一阶连续导

数,且f(0)≠0,f'(0)≠0,若af(h)+bf(2h)-f(0)在
h→0时是比h高阶的无穷小,试确定a,b的值.
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小 结
已知极限问题其实是函数极限计算的另一种考查形式.
已知极限求另一极限,所考查的是如何正确地使用求函数极限的方法,对抽象函数的极限进行恒等变

形,比如2000年数学二的选择题切莫误将lim
x→0

sin6x+xf(x)
x3

中的sin6x 等价替换为6x.

已知极限求参数的值依然重点考查不能等价替换的“无穷小±无穷小”,如果能够有使用泰勒公式的

意识,那么许多考题都能方便地解决.
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